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ЦЕЛОСТНОСТИ РЕЗУЛЬТАТОВ 
РАБОТЫ РАСХОДОМЕРА 

Статья посвящена проблематике целостности и доступности информации, по-
лучаемой от датчиков контроля расхода жидкости. Предлагается численный метод 
определения колебаний прямолинейного участка трубки датчика, подверженного 
внешнему импульсному воздействию, и жестко закрепленного с обоих концов. Мате-
матическая модель процесса колебаний трубки датчика, учитывающая течение 
жидкости внутри трубки, представлена в виде дифференциального уравнения в 
частных производных четвертого порядка с заданными начальными и граничными 
условиями. Проведены вычислительные эксперименты по колебаниям элементов 
трубки для определения необходимых характеристик колебаний. Определены ампли-
туды колебаний, разности фаз прямого элемента трубки. По результатам работы 
предложенного метода определяются необходимые характеристики колебаний 
трубки, что позволяет проверить точность измерений, полученных в ходе работы 
датчика. 
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Введение
При работе с датчиками измерения рас-

хода жидкости, как со сложными объектами, 
важно оценить насколько точно информа-
ция, полученная в ходе измерений, отобра-
жает реальное состояние системы. Данную 
оценку можно провести только при извест-
ных амплитуде и фазах колебаний трубы, ко-
торые возможно получить только при обра-
ботке информации в АСУТП высокого уровня 
в традиционных подходах обычно предпола-
гается, что функция, характеризующая про-
цесс колебания трубы по времени является 
гармонической, а ее аналитическое пред-
ставление имеет вид ряда с неопределенны-
ми коэффициентами. Далее эти коэффициен-
ты определяются на основе результатов ста-
тистической обработке экспериментальных 
данных. Данный подход, при любых измене-
ниях входных параметрах системы, требует 
перестроения всей вычислительной схемы, 

так как возникает необходимость переопре-
деления коэффициентов, что в свою очередь 
нарушает целостность информации.

Актуальность исследования характери-
стик колебаний прямых труб связана с широ-
ким использованием кориолисовых расходо-
меров, принцип действия которых основан 
на разности фаз колебаний трубки датчика [1, 
6, 9, 11-13]. Основу математических моделей 
составляют дифференциальные уравнения в 
частных производных, представленные в ра-
ботах [4, 5]. В данной работе также представ-
лено дифференциальное уравнение в част-
ных производных четвертого порядка для 
отклонений точек прямого участка трубки с 
учетом течения по ней жидкости [3-8]. 

Исследование проводят в предположе-
нии, что коэффициенты уравнения постоян-
ны и решение этого уравнения, определяю-
щее функцию колебаний элементов трубки 
датчика является гармонической функцией, 
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которую представляют в виде ряда Фурье с 
неопределёнными коэффициентами. При та-
ком подходе для определения характеристик 
колебания трубки необходимо найти эти ко-
эффициенты. Сложность заключается в том, 
что любые изменении скорости потока, про-
пускной способности, возникновение им-
пульсных воздействий и т.д. необходимо вно-
сить принципиальные изменения в метод 
определения коэффициентов в разложении в 
ряд Фурье [8, 9, 17].

Новизной данной работы является под-
ход, идея которого заключается в том, что на-
ходится численное решение дифференциаль-
ного уравнения 4-ого порядка, а затем оно 
представляется в виде Фурье-образов, из ко-
торых определяются необходимые характе-
ристики колебаний трубки датчика, использу-
емые для проверки целостности и достовер-
ности результатов работы расходомера.

1. Постановка задачи
Рассмотрим математическую модель по-

перечных колебаний прямолинейного участ-
ка трубки длиной L, подверженной внешнему 
импульсному воздействию, [4, 12]:

                                                                                  (1)

Переменные и параметры являются при-
веденными и характеризуются безмерными 
величинами: 
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𝜕𝜕𝜉𝜉4 + (𝛽𝛽𝑣𝑣2 + П) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉2 + 2𝛽𝛽𝑣𝑣 𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉 + (1 + 𝛽𝛽) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜒𝜒 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0, (1) 

 

Переменные и параметры являются приведенными и характеризуются 

безмерными величинами: 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 𝜕𝜕) — отклонение трубки от исходного состояния 

в направлении, перпендикулярном оси трубки, переменная 𝜉𝜉 характеризует 

расстояние от левого конца трубки до текущей точки, 𝜉𝜉 ∈ [0; 𝐿𝐿], 𝜕𝜕 - 

соответствует текущем моменту времени, 𝑣𝑣 – приведенная скорость потока 

жидкости. 𝛽𝛽 = 𝑀𝑀𝑓𝑓
𝑀𝑀𝑇𝑇

, где 𝑀𝑀𝑇𝑇 масса трубки на единицу длины, а  𝑀𝑀𝑓𝑓  масса 

жидкости на единицу длины, 𝜒𝜒 – коэффициент демпфирования. П − параметр 

изгибной жесткости. 

Так как концы элемента трубки жестко закреплены, то граничные 

условия рассматриваемой задачи имеют вид: 

 𝜂𝜂(0, 𝜕𝜕) = 𝜂𝜂(1, 𝜕𝜕) = 0, 𝜕𝜕 ≥ 0  
𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉|

𝜉𝜉=0
= 𝜕𝜕𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉|
𝜉𝜉=𝐿𝐿

= 0, 𝜕𝜕 ≥ 0 
(2) 

 

Отсутствие дополнительных отклонение трубки в начальный момент 

времени реализуется в виде следующего начального условия: 

 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕|

𝜏𝜏=0
= 0, 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] (3) 
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𝜕𝜕𝜉𝜉|

𝜉𝜉=0
= 𝜕𝜕𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉|
𝜉𝜉=𝐿𝐿
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Отсутствие дополнительных отклонение трубки в начальный момент 

времени реализуется в виде следующего начального условия: 

 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕|

𝜏𝜏=0
= 0, 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] (3) 
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(4) 

, где МТ масса 
трубки на единицу длины, а Mf масса жидко-
сти на единицу длины, X – коэффициент демп-
фирования. П – параметр изгибной жестко-
сти.

Так как концы элемента трубки жестко за-
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                                                                                 (2)

Отсутствие дополнительных отклонение 
трубки в начальный момент времени реали-
зуется в виде следующего начального усло-
вия:

                                                                              (3)
Ситуация, когда трубка получает внешнее 

импульсное воздействие, представим в виде 
следующего дополнительного условия:

                                                                                 (4)
Введем обозначения 
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(5) 
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значений разности фаз колебаний. В ходе эксперимента была найдена функция 

колебаний из уравнений (1)–(5) с помощью предложенного численного метода. 

Эксперимент проводился для 𝜕𝜕 ∈ [0; 2]. Трубка получает мгновенное 
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𝑓𝑓(𝜉𝜉) = 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇(𝜋𝜋𝜉𝜉), где 𝜇𝜇 - параметр, характеризующий амплитуду отклонения 

трубы в результате внешнего воздействия. Числовые значения параметров 

модели представлены в таблице 1. 
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𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉|

𝜉𝜉=0
= 𝜕𝜕𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉|
𝜉𝜉=𝐿𝐿

= 0, 𝜕𝜕 ≥ 0 

𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕|

𝜏𝜏=0
= 0, 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] 

       𝜂𝜂(𝜉𝜉, 0) = 𝑓𝑓(𝜉𝜉), 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] 

(5) 

   

2 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

Основная цель вычислительного эксперимента заключалась в 

построения численного решения рассматриваемой задачи (1)–(5), и нахождение 

значений разности фаз колебаний. В ходе эксперимента была найдена функция 

колебаний из уравнений (1)–(5) с помощью предложенного численного метода. 

Эксперимент проводился для 𝜕𝜕 ∈ [0; 2]. Трубка получает мгновенное 

импульсное воздействие в средней точке, характеризуемое функцией (4). Пусть 

𝑓𝑓(𝜉𝜉) = 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇(𝜋𝜋𝜉𝜉), где 𝜇𝜇 - параметр, характеризующий амплитуду отклонения 

трубы в результате внешнего воздействия. Числовые значения параметров 

модели представлены в таблице 1. 

Таблица 1 Параметры модели 

Параметр Значение 

𝛼𝛼1 0,1 

 и примем матема-
тическую модель колебаний трубы при им-
пульсном воздействии в виде:

                                                                                 (5)

2. Вычислительный эксперимент
Основная цель вычислительного экспе-

римента заключалась в построения числен-
ного решения рассматриваемой задачи (1)–
(5), и нахождение значений разности фаз ко-
лебаний. В ходе эксперимента была найдена 
функция колебаний из уравнений (1)–(5) с по-
мощью предложенного численного метода. 
Эксперимент проводился для 

 
 

 𝜕𝜕4𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉4 + (𝛽𝛽𝑣𝑣2 + П) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉2 + 2𝛽𝛽𝑣𝑣 𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉 + (1 + 𝛽𝛽) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜒𝜒 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0, (1) 

 

Переменные и параметры являются приведенными и характеризуются 

безмерными величинами: 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 𝜕𝜕) — отклонение трубки от исходного состояния 

в направлении, перпендикулярном оси трубки, переменная 𝜉𝜉 характеризует 

расстояние от левого конца трубки до текущей точки, 𝜉𝜉 ∈ [0; 𝐿𝐿], 𝜕𝜕 - 

соответствует текущем моменту времени, 𝑣𝑣 – приведенная скорость потока 

жидкости. 𝛽𝛽 = 𝑀𝑀𝑓𝑓
𝑀𝑀𝑇𝑇

, где 𝑀𝑀𝑇𝑇 масса трубки на единицу длины, а  𝑀𝑀𝑓𝑓  масса 

жидкости на единицу длины, 𝜒𝜒 – коэффициент демпфирования. П − параметр 

изгибной жесткости. 

Так как концы элемента трубки жестко закреплены, то граничные 

условия рассматриваемой задачи имеют вид: 

 𝜂𝜂(0, 𝜕𝜕) = 𝜂𝜂(1, 𝜕𝜕) = 0, 𝜕𝜕 ≥ 0  
𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉|

𝜉𝜉=0
= 𝜕𝜕𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉|
𝜉𝜉=𝐿𝐿

= 0, 𝜕𝜕 ≥ 0 
(2) 

 

Отсутствие дополнительных отклонение трубки в начальный момент 

времени реализуется в виде следующего начального условия: 

 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕|

𝜏𝜏=0
= 0, 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] (3) 

 

Ситуация, когда трубка получает внешнее импульсное воздействие, 

представим в виде следующего дополнительного условия: 

 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 0) = 𝑓𝑓(𝜉𝜉), 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿],  
 

(4) 
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в направлении, перпендикулярном оси трубки, переменная 𝜉𝜉 характеризует 

расстояние от левого конца трубки до текущей точки, 𝜉𝜉 ∈ [0; 𝐿𝐿], 𝜕𝜕 - 

соответствует текущем моменту времени, 𝑣𝑣 – приведенная скорость потока 

жидкости. 𝛽𝛽 = 𝑀𝑀𝑓𝑓
𝑀𝑀𝑇𝑇

, где 𝑀𝑀𝑇𝑇 масса трубки на единицу длины, а  𝑀𝑀𝑓𝑓  масса 

жидкости на единицу длины, 𝜒𝜒 – коэффициент демпфирования. П − параметр 

изгибной жесткости. 

Так как концы элемента трубки жестко закреплены, то граничные 

условия рассматриваемой задачи имеют вид: 

 𝜂𝜂(0, 𝜕𝜕) = 𝜂𝜂(1, 𝜕𝜕) = 0, 𝜕𝜕 ≥ 0  
𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉|

𝜉𝜉=0
= 𝜕𝜕𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉|
𝜉𝜉=𝐿𝐿

= 0, 𝜕𝜕 ≥ 0 
(2) 

 

Отсутствие дополнительных отклонение трубки в начальный момент 

времени реализуется в виде следующего начального условия: 

 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕|

𝜏𝜏=0
= 0, 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] (3) 

 

Ситуация, когда трубка получает внешнее импульсное воздействие, 

представим в виде следующего дополнительного условия: 

 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 0) = 𝑓𝑓(𝜉𝜉), 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿],  
 

(4) 

 [0; 2]. Трубка 
получает мгновенное импульсное воздей-
ствие в средней точке, характеризуемое 
функцией (4). Пусть 

 
 

Введем обозначения 𝛼𝛼1 = 𝛽𝛽𝑣𝑣2 + П, 𝛼𝛼2 = 2𝛽𝛽𝑣𝑣, 𝛼𝛼3 = 1 + 𝛽𝛽, 𝛼𝛼4 = 𝜒𝜒 и 

примем математическую модель колебаний трубы при импульсном 

воздействии в виде: 

 

 𝜕𝜕4𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉4 + 𝛼𝛼1

𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉2 + 𝛼𝛼2

𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉 + 𝛼𝛼3

𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛼𝛼4

𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0, 

при 𝜉𝜉 ∈ (0, 𝐿𝐿), 𝜕𝜕 ≥ 0 

𝜂𝜂(0, 𝜕𝜕) = 𝜂𝜂(𝐿𝐿, 𝜕𝜕) = 0, 𝜕𝜕 ≥ 0 
𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉|

𝜉𝜉=0
= 𝜕𝜕𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉|
𝜉𝜉=𝐿𝐿

= 0, 𝜕𝜕 ≥ 0 

𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕|

𝜏𝜏=0
= 0, 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] 

       𝜂𝜂(𝜉𝜉, 0) = 𝑓𝑓(𝜉𝜉), 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] 

(5) 

   

2 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

Основная цель вычислительного эксперимента заключалась в 

построения численного решения рассматриваемой задачи (1)–(5), и нахождение 

значений разности фаз колебаний. В ходе эксперимента была найдена функция 

колебаний из уравнений (1)–(5) с помощью предложенного численного метода. 

Эксперимент проводился для 𝜕𝜕 ∈ [0; 2]. Трубка получает мгновенное 

импульсное воздействие в средней точке, характеризуемое функцией (4). Пусть 

𝑓𝑓(𝜉𝜉) = 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇(𝜋𝜋𝜉𝜉), где 𝜇𝜇 - параметр, характеризующий амплитуду отклонения 

трубы в результате внешнего воздействия. Числовые значения параметров 

модели представлены в таблице 1. 

Таблица 1 Параметры модели 

Параметр Значение 

𝛼𝛼1 0,1 

 где 

 
 

Введем обозначения 𝛼𝛼1 = 𝛽𝛽𝑣𝑣2 + П, 𝛼𝛼2 = 2𝛽𝛽𝑣𝑣, 𝛼𝛼3 = 1 + 𝛽𝛽, 𝛼𝛼4 = 𝜒𝜒 и 

примем математическую модель колебаний трубы при импульсном 

воздействии в виде: 

 

 𝜕𝜕4𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉4 + 𝛼𝛼1

𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉2 + 𝛼𝛼2

𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉 + 𝛼𝛼3

𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛼𝛼4

𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0, 

при 𝜉𝜉 ∈ (0, 𝐿𝐿), 𝜕𝜕 ≥ 0 

𝜂𝜂(0, 𝜕𝜕) = 𝜂𝜂(𝐿𝐿, 𝜕𝜕) = 0, 𝜕𝜕 ≥ 0 
𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉|

𝜉𝜉=0
= 𝜕𝜕𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉|
𝜉𝜉=𝐿𝐿

= 0, 𝜕𝜕 ≥ 0 

𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕|

𝜏𝜏=0
= 0, 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] 

       𝜂𝜂(𝜉𝜉, 0) = 𝑓𝑓(𝜉𝜉), 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] 

(5) 

   

2 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

Основная цель вычислительного эксперимента заключалась в 

построения численного решения рассматриваемой задачи (1)–(5), и нахождение 

значений разности фаз колебаний. В ходе эксперимента была найдена функция 

колебаний из уравнений (1)–(5) с помощью предложенного численного метода. 

Эксперимент проводился для 𝜕𝜕 ∈ [0; 2]. Трубка получает мгновенное 

импульсное воздействие в средней точке, характеризуемое функцией (4). Пусть 

𝑓𝑓(𝜉𝜉) = 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇(𝜋𝜋𝜉𝜉), где 𝜇𝜇 - параметр, характеризующий амплитуду отклонения 

трубы в результате внешнего воздействия. Числовые значения параметров 

модели представлены в таблице 1. 

Таблица 1 Параметры модели 

Параметр Значение 

𝛼𝛼1 0,1 

 - па-
раметр, характеризующий амплитуду откло-
нения трубы в результате внешнего воздей-
ствия. Числовые значения параметров моде-
ли представлены в таблице 1.

На рисунке 1 представлены отклонения 
точек трубки датчика в контрольных точках  

 
 

 𝜕𝜕4𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉4 + (𝛽𝛽𝑣𝑣2 + П) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉2 + 2𝛽𝛽𝑣𝑣 𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉 + (1 + 𝛽𝛽) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜒𝜒 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0, (1) 

 

Переменные и параметры являются приведенными и характеризуются 

безмерными величинами: 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 𝜕𝜕) — отклонение трубки от исходного состояния 

в направлении, перпендикулярном оси трубки, переменная 𝜉𝜉 характеризует 

расстояние от левого конца трубки до текущей точки, 𝜉𝜉 ∈ [0; 𝐿𝐿], 𝜕𝜕 - 

соответствует текущем моменту времени, 𝑣𝑣 – приведенная скорость потока 

жидкости. 𝛽𝛽 = 𝑀𝑀𝑓𝑓
𝑀𝑀𝑇𝑇

, где 𝑀𝑀𝑇𝑇 масса трубки на единицу длины, а  𝑀𝑀𝑓𝑓  масса 

жидкости на единицу длины, 𝜒𝜒 – коэффициент демпфирования. П − параметр 

изгибной жесткости. 

Так как концы элемента трубки жестко закреплены, то граничные 

условия рассматриваемой задачи имеют вид: 

 𝜂𝜂(0, 𝜕𝜕) = 𝜂𝜂(1, 𝜕𝜕) = 0, 𝜕𝜕 ≥ 0  
𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉|

𝜉𝜉=0
= 𝜕𝜕𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉|
𝜉𝜉=𝐿𝐿

= 0, 𝜕𝜕 ≥ 0 
(2) 

 

Отсутствие дополнительных отклонение трубки в начальный момент 

времени реализуется в виде следующего начального условия: 

 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕|

𝜏𝜏=0
= 0, 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] (3) 

 

Ситуация, когда трубка получает внешнее импульсное воздействие, 

представим в виде следующего дополнительного условия: 

 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 0) = 𝑓𝑓(𝜉𝜉), 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿],  
 

(4) 

=0,25, 

 
 

 𝜕𝜕4𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉4 + (𝛽𝛽𝑣𝑣2 + П) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉2 + 2𝛽𝛽𝑣𝑣 𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉 + (1 + 𝛽𝛽) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜒𝜒 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0, (1) 

 

Переменные и параметры являются приведенными и характеризуются 

безмерными величинами: 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 𝜕𝜕) — отклонение трубки от исходного состояния 

в направлении, перпендикулярном оси трубки, переменная 𝜉𝜉 характеризует 

расстояние от левого конца трубки до текущей точки, 𝜉𝜉 ∈ [0; 𝐿𝐿], 𝜕𝜕 - 

соответствует текущем моменту времени, 𝑣𝑣 – приведенная скорость потока 

жидкости. 𝛽𝛽 = 𝑀𝑀𝑓𝑓
𝑀𝑀𝑇𝑇

, где 𝑀𝑀𝑇𝑇 масса трубки на единицу длины, а  𝑀𝑀𝑓𝑓  масса 

жидкости на единицу длины, 𝜒𝜒 – коэффициент демпфирования. П − параметр 

изгибной жесткости. 

Так как концы элемента трубки жестко закреплены, то граничные 

условия рассматриваемой задачи имеют вид: 

 𝜂𝜂(0, 𝜕𝜕) = 𝜂𝜂(1, 𝜕𝜕) = 0, 𝜕𝜕 ≥ 0  
𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉|

𝜉𝜉=0
= 𝜕𝜕𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉|
𝜉𝜉=𝐿𝐿

= 0, 𝜕𝜕 ≥ 0 
(2) 

 

Отсутствие дополнительных отклонение трубки в начальный момент 

времени реализуется в виде следующего начального условия: 

 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕|

𝜏𝜏=0
= 0, 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] (3) 

 

Ситуация, когда трубка получает внешнее импульсное воздействие, 

представим в виде следующего дополнительного условия: 

 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 0) = 𝑓𝑓(𝜉𝜉), 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿],  
 

(4) 

=0,5 и 

 
 

 𝜕𝜕4𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉4 + (𝛽𝛽𝑣𝑣2 + П) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉2 + 2𝛽𝛽𝑣𝑣 𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉 + (1 + 𝛽𝛽) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜒𝜒 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0, (1) 

 

Переменные и параметры являются приведенными и характеризуются 

безмерными величинами: 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 𝜕𝜕) — отклонение трубки от исходного состояния 

в направлении, перпендикулярном оси трубки, переменная 𝜉𝜉 характеризует 

расстояние от левого конца трубки до текущей точки, 𝜉𝜉 ∈ [0; 𝐿𝐿], 𝜕𝜕 - 

соответствует текущем моменту времени, 𝑣𝑣 – приведенная скорость потока 

жидкости. 𝛽𝛽 = 𝑀𝑀𝑓𝑓
𝑀𝑀𝑇𝑇

, где 𝑀𝑀𝑇𝑇 масса трубки на единицу длины, а  𝑀𝑀𝑓𝑓  масса 

жидкости на единицу длины, 𝜒𝜒 – коэффициент демпфирования. П − параметр 

изгибной жесткости. 

Так как концы элемента трубки жестко закреплены, то граничные 

условия рассматриваемой задачи имеют вид: 

 𝜂𝜂(0, 𝜕𝜕) = 𝜂𝜂(1, 𝜕𝜕) = 0, 𝜕𝜕 ≥ 0  
𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉|

𝜉𝜉=0
= 𝜕𝜕𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉|
𝜉𝜉=𝐿𝐿

= 0, 𝜕𝜕 ≥ 0 
(2) 

 

Отсутствие дополнительных отклонение трубки в начальный момент 

времени реализуется в виде следующего начального условия: 

 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕|

𝜏𝜏=0
= 0, 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] (3) 

 

Ситуация, когда трубка получает внешнее импульсное воздействие, 

представим в виде следующего дополнительного условия: 

 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 0) = 𝑓𝑓(𝜉𝜉), 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿],  
 

(4) 

=0,75 по времени.

 
 

 𝜕𝜕4𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉4 + (𝛽𝛽𝑣𝑣2 + П) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉2 + 2𝛽𝛽𝑣𝑣 𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉 + (1 + 𝛽𝛽) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜒𝜒 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0, (1) 

 

Переменные и параметры являются приведенными и характеризуются 

безмерными величинами: 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 𝜕𝜕) — отклонение трубки от исходного состояния 

в направлении, перпендикулярном оси трубки, переменная 𝜉𝜉 характеризует 

расстояние от левого конца трубки до текущей точки, 𝜉𝜉 ∈ [0; 𝐿𝐿], 𝜕𝜕 - 

соответствует текущем моменту времени, 𝑣𝑣 – приведенная скорость потока 

жидкости. 𝛽𝛽 = 𝑀𝑀𝑓𝑓
𝑀𝑀𝑇𝑇

, где 𝑀𝑀𝑇𝑇 масса трубки на единицу длины, а  𝑀𝑀𝑓𝑓  масса 

жидкости на единицу длины, 𝜒𝜒 – коэффициент демпфирования. П − параметр 

изгибной жесткости. 
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(4) 

 
 

Введем обозначения 𝛼𝛼1 = 𝛽𝛽𝑣𝑣2 + П, 𝛼𝛼2 = 2𝛽𝛽𝑣𝑣, 𝛼𝛼3 = 1 + 𝛽𝛽, 𝛼𝛼4 = 𝜒𝜒 и 

примем математическую модель колебаний трубы при импульсном 

воздействии в виде: 

 

 𝜕𝜕4𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉4 + 𝛼𝛼1

𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉2 + 𝛼𝛼2

𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉 + 𝛼𝛼3

𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛼𝛼4

𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0, 

при 𝜉𝜉 ∈ (0, 𝐿𝐿), 𝜕𝜕 ≥ 0 

𝜂𝜂(0, 𝜕𝜕) = 𝜂𝜂(𝐿𝐿, 𝜕𝜕) = 0, 𝜕𝜕 ≥ 0 
𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉|

𝜉𝜉=0
= 𝜕𝜕𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉|
𝜉𝜉=𝐿𝐿

= 0, 𝜕𝜕 ≥ 0 

𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕|

𝜏𝜏=0
= 0, 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] 

       𝜂𝜂(𝜉𝜉, 0) = 𝑓𝑓(𝜉𝜉), 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] 

(5) 

   

2 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

Основная цель вычислительного эксперимента заключалась в 

построения численного решения рассматриваемой задачи (1)–(5), и нахождение 

значений разности фаз колебаний. В ходе эксперимента была найдена функция 

колебаний из уравнений (1)–(5) с помощью предложенного численного метода. 

Эксперимент проводился для 𝜕𝜕 ∈ [0; 2]. Трубка получает мгновенное 

импульсное воздействие в средней точке, характеризуемое функцией (4). Пусть 

𝑓𝑓(𝜉𝜉) = 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇(𝜋𝜋𝜉𝜉), где 𝜇𝜇 - параметр, характеризующий амплитуду отклонения 

трубы в результате внешнего воздействия. Числовые значения параметров 

модели представлены в таблице 1. 

Таблица 1 Параметры модели 

Параметр Значение 

𝛼𝛼1 0,1 
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примем математическую модель колебаний трубы при импульсном 

воздействии в виде: 

 

 𝜕𝜕4𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉4 + 𝛼𝛼1

𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉2 + 𝛼𝛼2

𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉 + 𝛼𝛼3

𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛼𝛼4

𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0, 

при 𝜉𝜉 ∈ (0, 𝐿𝐿), 𝜕𝜕 ≥ 0 

𝜂𝜂(0, 𝜕𝜕) = 𝜂𝜂(𝐿𝐿, 𝜕𝜕) = 0, 𝜕𝜕 ≥ 0 
𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉|

𝜉𝜉=0
= 𝜕𝜕𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉|
𝜉𝜉=𝐿𝐿

= 0, 𝜕𝜕 ≥ 0 

𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕|

𝜏𝜏=0
= 0, 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] 

       𝜂𝜂(𝜉𝜉, 0) = 𝑓𝑓(𝜉𝜉), 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] 

(5) 

   

2 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

Основная цель вычислительного эксперимента заключалась в 

построения численного решения рассматриваемой задачи (1)–(5), и нахождение 

значений разности фаз колебаний. В ходе эксперимента была найдена функция 

колебаний из уравнений (1)–(5) с помощью предложенного численного метода. 

Эксперимент проводился для 𝜕𝜕 ∈ [0; 2]. Трубка получает мгновенное 

импульсное воздействие в средней точке, характеризуемое функцией (4). Пусть 

𝑓𝑓(𝜉𝜉) = 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇(𝜋𝜋𝜉𝜉), где 𝜇𝜇 - параметр, характеризующий амплитуду отклонения 

трубы в результате внешнего воздействия. Числовые значения параметров 

модели представлены в таблице 1. 

Таблица 1 Параметры модели 

Параметр Значение 

𝛼𝛼1 0,1 

Таблица 1
Параметры модели

Параметр Значение

a1 0,1

a2 0,2

a3 1,1

a4 0,01
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Рисунок 1 соответствуют ситуации, когда 
в трубе протекает жидкость с усредненной 
скоростью v = 1. 

3. Нахождение фаз колебаний                                
для проверки целостности результатов 
работы расходомера

Прямое преобразование Фурье выполня-
ется стандартной программой FFT2 (БПФ). 
Числовой ряд при этом должен содержать 2m 
элементов (m — целое число), а для хранения 
коэффициентов Фурье требуется 2m+2 полей 
памяти. Подбирается значение m, и из ряда   

 
 

 ϕi формируется массив Аs с ближайшим к N0+2 числом элементов 

N1+2=2m+2 ≥ N0+2, причем добавленные сверх числа N0 элементы заполняются 

нулями. В результате работы программы FFT2 вычисляются значения 

коэффициентов Фурье Xj ( j = 1 , 2 , . . . , N1 ). 

Амплитудный частотный спектр A(ωk) вычисляется через 
коэффициенты Фурье: 

A(ωk)=Х1, A(ωk)=ХN1 , 

A(ωk)=
1
2 √𝑋𝑋𝑗𝑗

2 + 𝑋𝑋𝑗𝑗+1
2  (j=2k-1, 1<k<N). 

На рисунках 2–4 представлены разности фаз колебаний трубки в 

контрольных точках 𝜉𝜉  =  0, 25, 𝜉𝜉  =  0, 5 и 𝜉𝜉  =  0, 75 по времени. 

Рисунок 2 Разность фаз колебаний точек трубки 𝝃𝝃 = 𝟎𝟎, 𝟓𝟓 и 𝝃𝝃 = 𝟎𝟎, 𝟕𝟕𝟓𝟓. 

i формируется массив Аs с ближайшим к 
N0+2 числом элементов N1+2=2m+2 ≥ N0+2, 
причем добавленные сверх числа N0 элемен-
ты заполняются нулями. В результате работы 

программы FFT2 вычисляются значения ко-
эффициентов Фурье Xj ( j = 1 , 2 , . . . , N1 ).

Амплитудный частотный спектр A(ωk) вы-
числяется через коэффициенты Фурье:

На рисунках 2–4 представлены разности 
фаз колебаний трубки в контрольных точках 

 
 

 𝜕𝜕4𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉4 + (𝛽𝛽𝑣𝑣2 + П) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉2 + 2𝛽𝛽𝑣𝑣 𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉 + (1 + 𝛽𝛽) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜒𝜒 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0, (1) 

 

Переменные и параметры являются приведенными и характеризуются 

безмерными величинами: 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 𝜕𝜕) — отклонение трубки от исходного состояния 

в направлении, перпендикулярном оси трубки, переменная 𝜉𝜉 характеризует 

расстояние от левого конца трубки до текущей точки, 𝜉𝜉 ∈ [0; 𝐿𝐿], 𝜕𝜕 - 

соответствует текущем моменту времени, 𝑣𝑣 – приведенная скорость потока 

жидкости. 𝛽𝛽 = 𝑀𝑀𝑓𝑓
𝑀𝑀𝑇𝑇

, где 𝑀𝑀𝑇𝑇 масса трубки на единицу длины, а  𝑀𝑀𝑓𝑓  масса 

жидкости на единицу длины, 𝜒𝜒 – коэффициент демпфирования. П − параметр 

изгибной жесткости. 

Так как концы элемента трубки жестко закреплены, то граничные 

условия рассматриваемой задачи имеют вид: 

 𝜂𝜂(0, 𝜕𝜕) = 𝜂𝜂(1, 𝜕𝜕) = 0, 𝜕𝜕 ≥ 0  
𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉|

𝜉𝜉=0
= 𝜕𝜕𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉|
𝜉𝜉=𝐿𝐿

= 0, 𝜕𝜕 ≥ 0 
(2) 

 

Отсутствие дополнительных отклонение трубки в начальный момент 

времени реализуется в виде следующего начального условия: 

 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕|

𝜏𝜏=0
= 0, 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] (3) 

 

Ситуация, когда трубка получает внешнее импульсное воздействие, 

представим в виде следующего дополнительного условия: 

 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 0) = 𝑓𝑓(𝜉𝜉), 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿],  
 

(4) 

=0,25, 

 
 

 𝜕𝜕4𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉4 + (𝛽𝛽𝑣𝑣2 + П) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉2 + 2𝛽𝛽𝑣𝑣 𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉 + (1 + 𝛽𝛽) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜒𝜒 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0, (1) 

 

Переменные и параметры являются приведенными и характеризуются 

безмерными величинами: 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 𝜕𝜕) — отклонение трубки от исходного состояния 

в направлении, перпендикулярном оси трубки, переменная 𝜉𝜉 характеризует 

расстояние от левого конца трубки до текущей точки, 𝜉𝜉 ∈ [0; 𝐿𝐿], 𝜕𝜕 - 

соответствует текущем моменту времени, 𝑣𝑣 – приведенная скорость потока 

жидкости. 𝛽𝛽 = 𝑀𝑀𝑓𝑓
𝑀𝑀𝑇𝑇

, где 𝑀𝑀𝑇𝑇 масса трубки на единицу длины, а  𝑀𝑀𝑓𝑓  масса 

жидкости на единицу длины, 𝜒𝜒 – коэффициент демпфирования. П − параметр 

изгибной жесткости. 

Так как концы элемента трубки жестко закреплены, то граничные 

условия рассматриваемой задачи имеют вид: 

 𝜂𝜂(0, 𝜕𝜕) = 𝜂𝜂(1, 𝜕𝜕) = 0, 𝜕𝜕 ≥ 0  
𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉|

𝜉𝜉=0
= 𝜕𝜕𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉|
𝜉𝜉=𝐿𝐿

= 0, 𝜕𝜕 ≥ 0 
(2) 

 

Отсутствие дополнительных отклонение трубки в начальный момент 

времени реализуется в виде следующего начального условия: 

 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕|

𝜏𝜏=0
= 0, 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] (3) 

 

Ситуация, когда трубка получает внешнее импульсное воздействие, 

представим в виде следующего дополнительного условия: 

 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 0) = 𝑓𝑓(𝜉𝜉), 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿],  
 

(4) 

=0,5 и 

 
 

 𝜕𝜕4𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉4 + (𝛽𝛽𝑣𝑣2 + П) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉2 + 2𝛽𝛽𝑣𝑣 𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉 + (1 + 𝛽𝛽) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜒𝜒 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0, (1) 

 

Переменные и параметры являются приведенными и характеризуются 

безмерными величинами: 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 𝜕𝜕) — отклонение трубки от исходного состояния 

в направлении, перпендикулярном оси трубки, переменная 𝜉𝜉 характеризует 

расстояние от левого конца трубки до текущей точки, 𝜉𝜉 ∈ [0; 𝐿𝐿], 𝜕𝜕 - 

соответствует текущем моменту времени, 𝑣𝑣 – приведенная скорость потока 

жидкости. 𝛽𝛽 = 𝑀𝑀𝑓𝑓
𝑀𝑀𝑇𝑇

, где 𝑀𝑀𝑇𝑇 масса трубки на единицу длины, а  𝑀𝑀𝑓𝑓  масса 

жидкости на единицу длины, 𝜒𝜒 – коэффициент демпфирования. П − параметр 

изгибной жесткости. 

Так как концы элемента трубки жестко закреплены, то граничные 

условия рассматриваемой задачи имеют вид: 

 𝜂𝜂(0, 𝜕𝜕) = 𝜂𝜂(1, 𝜕𝜕) = 0, 𝜕𝜕 ≥ 0  
𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉|

𝜉𝜉=0
= 𝜕𝜕𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉|
𝜉𝜉=𝐿𝐿

= 0, 𝜕𝜕 ≥ 0 
(2) 

 

Отсутствие дополнительных отклонение трубки в начальный момент 

времени реализуется в виде следующего начального условия: 

 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕|

𝜏𝜏=0
= 0, 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] (3) 

 

Ситуация, когда трубка получает внешнее импульсное воздействие, 

представим в виде следующего дополнительного условия: 

 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 0) = 𝑓𝑓(𝜉𝜉), 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿],  
 

(4) 

=0,75 по времени.
Результаты вычислительных эксперимен-

тов показали возможность определения 
функции колебаний из предложенной систе-
мы дифференциальных уравнений, с помо-
щью явной схемы. Найдены фазы колебаний 
в заданных точках прямой трубы, позволяю-

Рис. 1. Амплитуды отклонений точек трубки датчика 

 
 

 𝜕𝜕4𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉4 + (𝛽𝛽𝑣𝑣2 + П) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉2 + 2𝛽𝛽𝑣𝑣 𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉 + (1 + 𝛽𝛽) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜒𝜒 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0, (1) 

 

Переменные и параметры являются приведенными и характеризуются 

безмерными величинами: 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 𝜕𝜕) — отклонение трубки от исходного состояния 

в направлении, перпендикулярном оси трубки, переменная 𝜉𝜉 характеризует 

расстояние от левого конца трубки до текущей точки, 𝜉𝜉 ∈ [0; 𝐿𝐿], 𝜕𝜕 - 

соответствует текущем моменту времени, 𝑣𝑣 – приведенная скорость потока 

жидкости. 𝛽𝛽 = 𝑀𝑀𝑓𝑓
𝑀𝑀𝑇𝑇

, где 𝑀𝑀𝑇𝑇 масса трубки на единицу длины, а  𝑀𝑀𝑓𝑓  масса 

жидкости на единицу длины, 𝜒𝜒 – коэффициент демпфирования. П − параметр 

изгибной жесткости. 

Так как концы элемента трубки жестко закреплены, то граничные 

условия рассматриваемой задачи имеют вид: 

 𝜂𝜂(0, 𝜕𝜕) = 𝜂𝜂(1, 𝜕𝜕) = 0, 𝜕𝜕 ≥ 0  
𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉|

𝜉𝜉=0
= 𝜕𝜕𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉|
𝜉𝜉=𝐿𝐿

= 0, 𝜕𝜕 ≥ 0 
(2) 

 

Отсутствие дополнительных отклонение трубки в начальный момент 

времени реализуется в виде следующего начального условия: 

 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕|

𝜏𝜏=0
= 0, 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿] (3) 

 

Ситуация, когда трубка получает внешнее импульсное воздействие, 

представим в виде следующего дополнительного условия: 

 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 0) = 𝑓𝑓(𝜉𝜉), 𝜉𝜉 ∈ [0, 𝐿𝐿],  
 

(4) 

=0,25, 

 
 

 𝜕𝜕4𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜉𝜉4 + (𝛽𝛽𝑣𝑣2 + П) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜉𝜉2 + 2𝛽𝛽𝑣𝑣 𝜕𝜕2𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜉𝜉 + (1 + 𝛽𝛽) 𝜕𝜕2𝜂𝜂

𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝜒𝜒 𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0, (1) 

 

Переменные и параметры являются приведенными и характеризуются 

безмерными величинами: 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 𝜕𝜕) — отклонение трубки от исходного состояния 

в направлении, перпендикулярном оси трубки, переменная 𝜉𝜉 характеризует 

расстояние от левого конца трубки до текущей точки, 𝜉𝜉 ∈ [0; 𝐿𝐿], 𝜕𝜕 - 

соответствует текущем моменту времени, 𝑣𝑣 – приведенная скорость потока 

жидкости. 𝛽𝛽 = 𝑀𝑀𝑓𝑓
𝑀𝑀𝑇𝑇

, где 𝑀𝑀𝑇𝑇 масса трубки на единицу длины, а  𝑀𝑀𝑓𝑓  масса 

жидкости на единицу длины, 𝜒𝜒 – коэффициент демпфирования. П − параметр 
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Рис. 2. Разность фаз колебаний точек трубки 
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1
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2 + 𝑋𝑋𝑗𝑗+1
2  (j=2k-1, 1<k<N). 

На рисунках 2–4 представлены разности фаз колебаний трубки в 

контрольных точках 𝜉𝜉  =  0, 25, 𝜉𝜉  =  0, 5 и 𝜉𝜉  =  0, 75 по времени. 

Рисунок 2 Разность фаз колебаний точек трубки 𝝃𝝃 = 𝟎𝟎, 𝟓𝟓 и 𝝃𝝃 = 𝟎𝟎, 𝟕𝟕𝟓𝟓. 
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щие проверить достоверность и целостность 
измерений, полученных в результате работы 
датчика.

Заключение
В работе представлены результаты вы-

числительных экспериментов по колебаниям 
элементов трубы и определены разности фаз 

колебаний. Предложенный метод определя-
ет неизвестную функцию колебаний прямо-
линейного участка трубы непосредственно 
из уравнения. Преобразование Фурье позво-
ляет рассчитывает значение разности фаз ко-
лебаний для проверки достоверности и це-
лостности результатов работы датчика.

Рис. 3. Разность фаз колебаний точек трубки 
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Рис. 4. Разность фаз колебаний точек трубки 
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Переменные и параметры являются приведенными и характеризуются 

безмерными величинами: 𝜂𝜂(𝜉𝜉, 𝜕𝜕) — отклонение трубки от исходного состояния 

в направлении, перпендикулярном оси трубки, переменная 𝜉𝜉 характеризует 

расстояние от левого конца трубки до текущей точки, 𝜉𝜉 ∈ [0; 𝐿𝐿], 𝜕𝜕 - 

соответствует текущем моменту времени, 𝑣𝑣 – приведенная скорость потока 

жидкости. 𝛽𝛽 = 𝑀𝑀𝑓𝑓
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, где 𝑀𝑀𝑇𝑇 масса трубки на единицу длины, а  𝑀𝑀𝑓𝑓  масса 

жидкости на единицу длины, 𝜒𝜒 – коэффициент демпфирования. П − параметр 

изгибной жесткости. 

Так как концы элемента трубки жестко закреплены, то граничные 

условия рассматриваемой задачи имеют вид: 
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Отсутствие дополнительных отклонение трубки в начальный момент 

времени реализуется в виде следующего начального условия: 
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условия рассматриваемой задачи имеют вид: 
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Ситуация, когда трубка получает внешнее импульсное воздействие, 
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