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ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД 
ОПРЕДЕЛЕНИЯ ТЕМПЕРАТУРНОГО 
ПОЛЯ ЛИНЕЙНОГО ОБЪЕКТА               
ПРИ ВНЕШНЕМ ТЕПЛОВОМ 
ВОЗДЕЙСТВИИ

Использование технологий анализа данных для обработки результатов темпе-
ратурных измерений направлена на решение задач контроля параметров управляю-
щих тепловых режимов, мониторинга теплового состояния основного промышлен-
ного оборудования, а также вопросы обеспечения целостности и доступности дан-
ных, циркулирующих в автоматизированных системах управления технологически-
ми процессами (АСУ ТП).

В статье рассмотрена задача определения нестационарных температурных по-
лей внутри объекта по зашумленным результатам поверхностных температурных 
измерений и параметрам внешнего теплового воздействии на его поверхность. Ма-
тематически процесс теплопереноса представлен параболическим уравнением, 
включает начальные условия, a также граничные условия, определенные по результа-
там измерений температуры на поверхности объекта и в соответствии с характе-
ристиками внешнего теплового режима. 

Точность и устойчивость представленного в работе метода решения задачи те-
плопереноса исследованы посредством вычислительного эксперимента. В экспери-
менте найденные температурные значения во внутренних точках объекта сравни-
вались с тестовыми функциями, сформированными на основе имитационного моде-
лирования. Результаты вычислительного эксперимента свидетельствуют o надеж-
ности и устойчивости используемого метода определения внутренних нестацио-
нарных температурных полей из измеренных граничных значений. Предложенный ал-
горитм определения температуры используется для обеспечения целостности дан-
ных при обработке измеренной информации, так как направлен на уменьшение нега-
тивного влияния шумов на точность конечного результата. Алгоритм определяет 
внутренние нестационарные температурные поля по результатам косвенных изме-
рений, тем самым обеспечивая доступность информации о внутреннем тепловом 
состоянии объекта.
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Введение
Цифровизация технологических процес-

сов, связанных с теплопереносом, направле-
на на повышение эффективности и оптимиза-
цию современного производства. Обработка 
результатов измерений, полученных от дат-
чиков ACУ ТП, расположенных вблизи по-
верхности объекта, позволяет определять 
внутреннее тепловое состояние объектов, 
подвергаемых внешнему тепловому воздей-
ствию в технологических процессах, связан-
ных c теплопереносом. 

Задачи, в которых неизвестные темпера-
турные поля внутри объекта находят по ис-

ходным данным, сформированным из резуль-
татов граничных измерений и характеристик 
внешнего теплового воздействия, относятся 
к классу обратных граничных задач. Слож-
ность решения обратных задач заключается в 
тoм, что, с одной стороны, результаты изме-
рений неизбежно содержат отклонения от 
действительных значений, а с другой сторо-
ны, использование общепринятых методов 
для обработки зашумленных исходных дан-
ных дает искаженную информацию o вну-
треннем тепловом состоянии объекта, что 
порождает проблему обеспечения целостно-
сти и доступности информации o теплофизи-
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The use of data analysis technologies for processing the temperature measurement results 

is aimed at solving the problems of controlling the parameters of controlling thermal modes, 
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ческих свойствах объекта. Таким образом, 
возникает необходимость разрабатывать вы-
числительные методы, устойчивые относи-
тельно погрешности исходных данных, по-
зволяющие уменьшить негативное влияние 
шумов на точность результата.

Основы теории обратных задач положе-
ны в работах А.Н. Тихонова [1], М.М. Лаврен-
тьева [2].  Дальнейшим исследованиям в этой 
области посвящены работы О.М. Алифанова 
[3], А.А. Самарского [4], С.И. Кабанихина, М.А. 
Шишленина [5], А.Г. Яголы [6]. Разработке вы-
числительных схем и численных алгоритмов 
для решения рассматриваемых задач посвя-
щены труды П.Н. Вабищевича [7], Ю.М. Маце-
витого [8], Г.И. Марчука [9], В.И. Васильева [10] 
и других исследователей [11–17]. 

В данной статье обобщены результаты 
работы [18] для неоднородной обратной за-
дачи тепломассопереноса. Исходная задача с 
помощью прямого и обратного преобразова-
ния Лапласа сводится к интегральному урав-
нению. В статье также предложен численный 
алгоритм его решения, основанный на регу-
ляризующем подходе, заключающемся в вы-
боре количества слагаемых в ядре получен-
ного уравнения. Для проверки надежности 
построенного алгоритма был проведен вы-
числительный эксперимент на основе имита-
ционного моделирования. Результаты экспе-
римента представлены в работе.   

Постановка задачи нестационарного 
теплопереноса

Предпосылки математической модели не-
стационарного теплового процесса состоят в 
следующем. Теплоперенос в объекте при вто-
ричной и комплексной термообработке со-
провождается эндотермическими и экзотер-
мическими химическими реакциями между 
внутренними включениями, размеры которых 
пренебрежительно малы по сравнению с раз-
мерами объекта. При химических реакциях 
происходит выделение или поглощением теп-
ла, влияние которых  на температуру внутри 
объекта характеризуется функцией внутрен-
него теплового источника. Объект подверга-
ется внешнему тепловому воздействию, при 
этом в каждой точке поверхности температур-
ные значения одинаковы, что позволяет пред-
ставить процесс теплопереноса как проблему 
определения температуры в стержне, oдному 
концу которого соответствует точка на по-
верхности, а другому – точка внутри объекта, в 
которой требуется определить температуру.

В соответствии с требованиями техниче-
ского регламента для выравнивания вну-
тренних температурных полей объекта перед 
началом технологического процесса, связан-
ного с тепловым воздействием, предусмотре-
на выдержка при постоянной температуре. 
Полагаем, что в начальный момент времени 
температура во внутренних точках объекта 
была одинаковой. Теплофизические характе-
ристики объекта не претерпевают суще-
ственных изменений, что позволяет считать 
коэффициент температуропроводности по-
стоянной величиной.

Введем следующие обозначения: точка Р 
соответствует началу координат; точке В со-
ответствует точка с координатой L; х – теку-
щая точка линейного объекта РВ, [0, ]x L∈ [0, L];       
Т – продолжительность технологического 
процесса, t – текущее время, [0, ]t T∈ [0, T].

Измерения температуры проводятся в точ-
ках P и x0. Результатам измерения температуры в 
точке Р соответствует функция ( )tϕ , а  результа-
там измерения в точке x0 – функция ( )q t . Схема 
измерения температуры изображена на рис. 1.

Рис. 1. Схема измерения

В этой задаче требуется найти значения 
температуры ( )tψ  в точке В. Математиче-
скую модель процесса, согласно [4], можно 
представить yравнением теплопроводности

( ),  0, ,   0.t xxu au xf( tt) L= ∈ ≥+   (1)

где функция ( )f t  характеризует мощ-
ность внутреннего теплового источника,

a – коэффициент температуропроводно-
сти. Из результатов измерений формируются 
условия 

( ) ( ) ( )00, ( ),   , ,    0u t t u x t q t tϕ= = ≥ .  (2)
Так как температура в начальный момент 

одинакова во всем линейном объекте, то это-
му условию соответствует соотношение:

( ),0 0,  [0, ]u x x L= ∈ .               (3)
Искомым является значение температуры 

в точке В, а математически требуется найти 
функцию 

( ) ( ),u L t tψ= .                         (4)
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Существование единственного решения 
обратной граничной задачи (1)–(4) обоснова-
но в работах [3] и [9].

Согласно требованиям, предъявляемым 
к технологическому процессу, при его реали-
зации недопустимы резкие изменения темпе-
ратурных градиентов на поверхности и вну-
три объекта. Математически эту ситуацию 
представим в следующем виде: полагаем, что 
существуют постоянные 0 0M ≥ , 1 0M ≥ , 

2 0M ≥ , 3 0M ≥ , 4 0M ≥  и 0 0s ≥ , 1 0s ≥ , 

2 0s ≥ , 3 0s ≥ , 4 0s ≥  такие, что ( ) [ ]0
0, e ,  0,s tu x t M x L≤ ∈

( ) [ ]0
0, e ,  0,s tu x t M x L≤ ∈ , ( ) 1

1 es tt Mϕ ≤ , ( ) 2
2 es tq t M≤ , 

( ) 3
3 es tt Mψ ≤  и ( ) 4

4 es tf t M≤  для всех 0t > . 
При этом для любого [0, ]t T∈  при всех 0T >  
функции ( )tϕ , ( )q t , ( )tψ  и ( )f t  отвечают усло-
виям теоремы Дирихле. 

Неизбежно возникающие отклонения из-
меренных величин от действительных приво-
дят к тому, что вместо действительных значе-
ний 0q  и 0ϕ  получены qδ  и δϕ , удовлетво-
ряющие условию { }0 0max ,Ñ Ñq qδ δ ϕ δϕ− − ≤ , 
где  δ  – уровень точности средства измере-
ния температуры.

Таким образом, по измеренным величи-
нам необходимо определить температурное 
поле ( , ) ( )u L t tδ δψ=  в точке В. 

Редукция обратной граничной задачи 
теплопереноса к интегральному 

уравнению 
На первом этапе редукции исходной за-

дачи к интегральному уравнению использу-
ем идею, предложенную в [13]. Согласно это-
му подходу, находим решение прямой задачи 
теплопереноса, полагая, что функция внеш-
него теплового режима ( )tψ  известна. 
Mатематическая модель прямoй задачи имеет 
вид: 

( ),  0, ,   0.t xxu au xf( tt) L= ∈ ≥+ , ( ),  0, ,   0.t xxu au xf( tt) L= ∈ ≥+  (5)
( ) ( ) ( ) ( )0, ,   , ,    0u t t u L t t tϕ ψ= = ≥ ( ) ( ) ( ) ( )0, ,   , ,    0u t t u L t t tϕ ψ= = ≥ , (6)

( ) [ ],0 0,  0,u x x L= ∈ .                 (7)
Основываясь на свойствах функций ( )tϕ , 

( )tψ , ( )f t , ( , )u x t  и применяя прямое пре-
образование Лапласа [19], получим следую-
щее операторное изображение прямoй зада-
чи теплопереноса:

 xxu up f
a a

− = − ,

( ) ( ) ( ) ( )0, ,   ,u p p u L p pϕ ψ= = ,
где ( , )u x p , ( )pϕ , ( )pψ  и ( )f p – обра-

зы функций ( , )u x t , ( )tϕ , ( )tψ  и ( )f t  при 
прямом преобразовании Лапласа.

Изображение аналитического решения 

( ),  u x p  прямой задачи имеет следующий 

вид:

                                                                           .    (8)

Из результатов, доказанных в [13], полу-
чаем:
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Перегруппировав слагаемые в (8), и при-
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Имеем

                                                                              (13)

Проводя аналогичные рассуждения, по-
лучаем сходимость ряда, содержащего функ-
цию ( )tψ . 

В силу того, что функциональная после-
довательность 

1
sin

n

nxn
L

π ∞

=

  
  

  
не является ограни-

ченной для всех [0, ]x L∈ , то по теореме Абе-
ля ряды в (12), содержащие функции ( )tϕ  и 

( )tψ , нe являются сходящимися.
На втором этапе редукции, обобщая ре-

зультат [18], осуществляем регуляризацию, 
аппроксимируя каждый из рядов в (12) ко-
нечным рядом. Решение ( , )u x t  прямой за-
дачи (5)–(7) примет вид: 

                                                                               .(14)

На третьем этапе редукции продиффе-
ренцируем конечные ряды в (14). Имеем:

                                                                             . (15)

  Отсюда и граничных условий (2), имеем:

                                                                              
.(16)

Введем следующие обозначения:

                                                       при всех [0, ]t T∈

Тогда уравнение (16) примет вид: 

                                                                              (17)

Учитывая, что вместо действительных 
значений 0 ϕ  и 0 q  известны приближенные 
 δϕ  и  qδ , необходимо найти решение         
уравнения (17) при условии { }0 0max ,Ñ Ñq qδ δ ϕ δϕ− − ≤

{ }0 0max ,Ñ Ñq qδ δ ϕ δϕ− − ≤ . Для построения решения 
( , )u x tδ  уравнения (17) предлагается метод, 

основанный на конечных интегральных пред-
ставлениях.

Вычислительная схема метода решения
Основные этапы метода решения уравне-

ния (17) заключаются в следующем. Сначала 
выбираем начальные значения параметров 
регуляризации: шага дискретизации по вре-
мени h и величин N1, N2 и N3.

Затем вводим сетку с узлами it , где 
, 0, , .i

Tt ih i s s h= = =  B результате дис-
кретизации yравнения (17) получим следую-
щую систему уравнений:

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

s s s

N i j j i N i j j N i j j
j j j

hK t q t hQ t hR t fτ ψ τ τ ϕ τ τ τ
= = =

 
− = − − + −  

 
∑ ∑ ∑   (18)

где 1,i s= . Далее переходим к итерацион-
ному процессу. На каждом шаге процесса на-
ходим решение системы (18) и оцениваем ве-
личину погрешности ∆, определяемую фор-
мулой: 
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На следующем шаге выбираем новые зна-
чения N1, N2, N3 и шага дискретизации h и ре-
шаем систему (18). По завершению решения 
находим новое значение ∆ и сравниваем его 
с величиной, найденной на предыдущем 
шаге. Итерационный процесс останавливаем 
при достижении минимального значения ве-
личины ∆. 

С целью проверки устойчивости постро-
енного численного алгоритма относительно 
погрешности исходных данных и получения 
экспериментальных oценок погрешностей 
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был осуществлен вычислительный экспери-
мент на основе имитационного моделирова-
ния. 

Вычислительный эксперимент
Эксперимент проводился при следующих 

теплофизических характеристиках процесса 
теплопереноса: длина линейного объекта 

10L = , коэффициент температуропроводно-
сти 1a = , точка 0 0,1x L= ⋅ . Для проведения 
вычислений в области [0, ] [0, ]L T×  вводим 
сетку с узлами ( , )i jx t , где , 0,..., 1, ; , 0,..., 1,i x x j t tx ih i r r L h t jh j m m T h= = + = = = + =

, 0,..., 1, ; , 0,..., 1,i x x j t tx ih i r r L h t jh j m m T h= = + = = = + = , 0,..., 1, ; , 0,..., 1,i x x j t tx ih i r r L h t jh j m m T h= = + = = = + = , 0,..., 1, ; , 0,..., 1,i x x j t tx ih i r r L h t jh j m m T h= = + = = = + = 
, 0,..., 1, ; , 0,..., 1,i x x j t tx ih i r r L h t jh j m m T h= = + = = = + = . Эксперимент осуществлялся для 

следующих тестовых моделей:
1. Функции, соответствующие первона-

чальному росту и последующему убыванию 
влияния внешнего теплового источника,            
при этом влияние функции внутреннего                  
теплового постоянно уменьшается. Предста-
вителями   данного   типа    являются    функ-
ции 10

1( ) 15 tt teϕ −=  , 9
1( ) 20 tt teψ −=  и 

10
1( ) 20 (1 0,1 )tf t e t−= − .

2. Функции, соответствующие росту влия-
ния внешнего и внутреннего тепловых источ-
ников. Представителями данного типа              
являются функции 9

2( ) 1tt eϕ = − , 2 15
2( ) 1tt eψ = − 

2 15
2( ) 1tt eψ = − и 20

2( ) tf t e= .
Основные этапы вычислительного экспе-

римента:
Этап 1. Моделирование температурных 

полей ( , )u x t  в линейном объекте  и  тесто-
вых функций. С этой целью для тестовых 
функций ( )k tϕ , ( )kf t  и ( )k tψ  находим реше-
ние ( , )u x t  прямой задачи (5)–(7). Для этого 
используем метод конечно-разностной ап-
проксимации. Для определения температур-
ной функции 0( ) ( , )i iq t u x t=  используем зна-
чения температурного поля ( , )u x t  объекта в 
соответствующей точке 0x .

Этап 2. Моделирование возмущенных ис-
ходных данных. Для этого формируем тесто-
вые значения ( )iq tδ  и ( )jtδϕ  по формулам:

( ) ( ) ( )i i iq t q t tδ δµ= + , ( ) ( ) ( )j j jt t tδ δϕ ϕ η= + ,
где функции ( )tδµ  и ( )tδη  распределены рав-
номерно на отрезке [ , ]δ δ− . 

Этап 3. Построение решения интеграль-
ного уравнения (17). Для этого используем 
предложенную вычислительную схему. Полу-
чаем ( )tδψ . 

Этап 4. Оценка температурных погрешно-
стей. С этой целью используем  функции ( )t∆  
и величины ψ∆ , ψθ : ( ) ( ) ( )t t tδψ ψ∆ = − , 

[0, ]
max ( )

t T
tψ

∈
∆ = ∆ , 

[0, ]
max ( )

t T
t

ψ
ψθ ψ

∈

∆
= .

Если величины ( )t∆ , ψ∆ ,       достигли ми-

нимального значения, то останавливаем ите-
рационный процесс.

Этап 5. Построение температурных полей 
( , )u x tδ  в линейном объекте. По завершении 

итерационного процесса найденную функ-
цию ( )tδψ , соответствующую минимальному 
значению ∆, подставляем в прямую задачу 
(5)–(7) и находим температурное поле 

( , )u x tδ . Далее сравниваем функции 
( , )u x tδ  и ( , )u x t , находя наибольшие от-

клонения температурных полей линейного 
объекта по формулам:

( , ) [0, ] [0, ]
max ( , ) ( , )u x t T

u x t u x tδ
∈ ×

∆ = −


,
      

( , ) [0, ] [0, ]
max ( , )

u
u

x t T
u x t

θ
∈ ×

∆
=



.

На основании этих величин получаем 
оценки точности определения нестационар-
ных температурных полей в линейном объек-
те.

Результаты вычислительного 
эксперимента 

B работе представлены результаты вы-
числительного эксперимента, проведенного 
для тестовых функций, сформированных по-
средством имитационного моделирования. 
Результаты эксперимента приведены в табли-
це 1 для различных значений погрешностей 
исходных данных.

На рис. 2 и рис. 4 представлены результа-
ты сравнительного анализа температурных 
полей ( )tδψ , полученных в точке В и тестовых 
функций ( )tψ . Обозначения: линия 1 соответ-
ствует температурному полю ( )tδψ , найденно-
му с помощью предложенного метода; линия 2 
соответствует тестовым значениям функции 

( )tψ . На рис. 2б и рис. 4б показаны графики 
погрешностей ( )t∆ . Двумерные поверхности 
на рис. 3 и рис. 5 соответствуют температур-
ным полям линейного объекта. Поверхности, 
озаглавленные «Температурное поле ( , )u x t », 
соответствуют тестовым значениям, сформи-
рованным на первом этапе вычислительного 
эксперимента. Поверхности, озаглавленные 
«Расчетное температурное поле ( , )u x tδ », со-
ответствуют температурным полям, вычислен-
ным с помощью предложенного метода.

Результаты имитационного моделирова-
ния свидетельствуют о достаточной точности 
и устойчивости относительно погрешности 
исходных данных предложенного алгоритма 
определения нестационарных температур-
ных полей внутри объекта. ψθ
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Таблица 1
Экспериментальные оценки погрешностей температурных функций 

Тестовые функции Погрешность 
исходных 

данных, δ

Погрешности вычислений

ψ∆ ψθ u∆ uθ

Тест 1

10
1( ) 15 tt teϕ −=

9
1( ) 20 tt teψ −=

10
1( ) 20 (1 0,1 )tf t e t−= −

0,01 5,4949 0,0830 3,3633 0,0464

0,03 5,5045 0,0831 3,5447 0,0458

0,05 5,5742 0,0842 3,4099 0,0471

0,1 5,6359 0,0851 3,4863 0,0481

Тест 2

9
2( ) 1tt eϕ = −

2 15
2( ) 1tt eψ = −

20
2( ) tf t e=

0,01 2,4712 0,0461 2,4712 0,0461

0,03 2,5380 0,0474 2,5380 0,0474

0,05 2,6221 0,0489 2,6221 0,0489

0,1 2,7008 0,0504 2,7008 0,0504

а ) б )

Рис. 2 а. Температурное поле в точке В для теста 1: 1 -температурное поле ( )tδψ  в точке В; 2 - тестовая функция 1 ( )tψ ;
Рис. 2 б. График функции температурной погрешности ( )t∆ .

а ) б )

Рис. 3. Температурные поля в линейном объекте для теста 1. а – тестовое температурное поле ( ),u x t ; 
б – расчетное температурное поле ( ),u x tδ .
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Заключение
В данной статье предложен метод опре-

деления нестационарного температурного 
поля внутри неоднородного объекта, под-
вергаемого тепловому воздействию. Матема-
тическая модель учитывает тепломассооб-
менные процессы внутри объекта, представ-
ленные в виде функции внутреннего теплово-
го источника, и включает неоднородное 
уравнение параболического типа, началь-
ные, а также граничные условия, формируе-
мые из результатов измерений температуры 
вблизи границы. 

В работе предложен метод редуцирова-
ния задачи (1)–(4) к интегральному уравне-
нию и численный метод его решения. Резуль-
таты вычислительного эксперимента, вклю-
чающего сравнительный анализ вычислен-
ных значений температуры в контрольной 

точке и тестовых значений, подтверждают 
эффективность, а также устойчивость относи-
тельно погрешности исходных данных пред-
ложенного метода решения задачи теплопе-
реноса. Результаты эксперимента выявили, 
что предложенный  метод решения инте-
грального уравнения обладает свойством са-
морегуляризации, когда возможно найти шаг 
дискретизации, обеспечивающий устойчи-
вость вычислительной схемы.

Предложенный метод определения тем-
пературы позволяет обеспечить доступность 
информации о внутреннем тепловом состоя-
нии объекта, а также целостность данных в 
процессе обработки зашумленной исходной 
измеренной информации путем уменьшения 
негативного влияния шумов на точность ре-
зультатов ее обработки.  

а ) б )

Рис. 4а. Температурное поле в точке В для теста 2: 1 -температурное поле ( )tδψ  в точке В; 2 - тестовая функция 1 ( )tψ ;
Рис. 4б. График функции температурной погрешности ( )t∆ .

а ) б )

Рис. 5. Температурные поля в линейном объекте для теста 2. а – тестовое температурное поле ( ),u x t ;  б – расчетное  
температурное поле ( ),u x tδ .
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