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тах, а также предложены конструкции рекуррентного построения блокирующих 
множеств. Для них найдены максимальные и минимальные мощности.

Ключевые слова: NSUCRYPTO, разделение секрета, системы троек Штейнера, 
плоскость Фано, проективное пространство.

Vedunova M., Ignatova A., Titov S.

THE PROBLEM OF BLOCKING 
STEINER TRIPLES

This article considering the problem of blocking varieties as a problem of information secu-
rity, applicable in secret separation schemes, perfect ciphers and coding theory. We present an 
approach to solving this problem based on the blocking of two-dimensional affine varieties 
over the field GF(2) associated with the blocking of Steiner triples. The paper considers blocking 
sets on thirteen, fifteen, thirty-one and sixty-three elements, and also proposes recurrent con-
structions of blocking sets. The maximum and minimum cardinalities are found for them.

Keywords: NSUCRYPTO, secret sharing, system of Steiner triples, Fano plane, projective 
space.

DOI: 10.14529/secur190104

МЕТОДЫ АНАЛИЗА ДАННЫХ

Во втором раунде международной Ин-
тернет-олимпиады по криптографии 
NSUCRYPTO-2015 [1] была предложена задача 
на специальный приз программного комите-
та «A secret sharing», в ноябре 2016 г. отмечен-
ная как все еще не решенная. Постановка за-
дачи требует предложить для каждого нату-
рального             явную конструкцию подмно-
жества M множества      всех битовых строк 
длины n, удовлетворяющего следующим 
двум условиям:

1) каждый элемент               может быть 

представлен в виде                                                – 
различные элементы множества

2) для любых трех различных                                         
справедливо

Надо пояснить, что на специальный приз 
программного комитета этой Олимпиады 
предлагаются проблемы, решение которых 
неизвестно.

Данная проблема была частично решена 
для четных размерностей в публикации [О 
явных конструкциях для решения задачи «A 
secret Sharing»] на конференции Сиб-
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Поскольку каждое такое многообразие является сдвигом однозначно 

определенного двумерного линейного многообразия, соответствующего 

линейной тройке Штейнера, т.е. трѐхэлементному множеству{x,y,z} ненулевых 

битовых строк x, y, z такому, что x⊕y⊕z=0, то задача блокировки троек 

Штейнера может трактоваться как вспомогательный этап при решении 

исходной задачи, а еѐ результаты и конструкции могут быть полезны в более 

общих проблемах [3]. 
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Крипт-2017 командой Уральского государ-
ственного университета путей сообщения: К. 
Л. Геут, К. А. Кириенко, П. О. Садков, Р. И. Та-
скин, С. С. Титов [2]. Именно поэтому пробле-
ма требует продолжения усилий по ее окон-
чательному решению.

В данной работе рассмотрены подходы к 
такого типа задачам как задачам блокировки 
и, в частности, изложены методы решения за-
дачи блокировки троек Штейнера. При этом 
исходная задача «A Secret Sharing» трактуется 
как задача блокировки двумерных аффинных 
многообразий над полем GF(2). Поскольку 
каждое такое многообразие является сдви-
гом однозначно определенного двумерного 
линейного многообразия, соответствующего 
линейной тройке Штейнера, т.е. трёхэлемент-
ному множеству{x,y,z} ненулевых битовых 
строк x, y, z такому, что                          то задача 
блокировки троек Штейнера может тракто-
ваться как вспомогательный этап при реше-
нии исходной задачи, а её результаты и кон-
струкции могут быть полезны в более общих 
проблемах [3].

Цель работы – выявление закономерно-
сти между мощностями блокирующих мно-
жеств. Данная закономерность позволит бы-
стро находить мощность блокирующего мно-
жества. Так как в работе будут рассматривать-
ся как линейные, так и нелинейные множе-
ства, то закономерности будут разные. Требу-
ется найти максимальные и минимальные 
мощности блокирующего множества в систе-
мах троек Штейнера, построенных на разных 
количествах v элементов. Существуют линей-
ные системы (с v=2n-1 элементами, где              
и нелинейные. Эти системы троек примени-
мы, например, для построения совершенных 
кодов [4].

Общая постановка задачи блокировки и 
её применение в информационной безопас-
ности состоит в следующем. Имеется некото-
рое множество F (элементов), в котором дано 
семейство подмножеств J (блоков), покрыва-
ющих F. Изучается задача построения такого 
подмножества M или его дополнения L=F\M, 
что в каждом блоке В семейства J окажется 
хотя бы один элемент подмножества M. Есте-
ственно рассматривать минимальные (по 
включению) подмножества M и называть их 
блокирующими множествами. Если пользо-
ваться метафорой блоков как контролируе-
мых пространств или траекторий движения 
злоумышленника, то блокирующие множе-
ства представляют собой в этой метафоре 

блок-посты или контролирующие устройства 
[5]. Двойственным образом, естественно рас-
сматривать дополнения L блокирующих мно-
жеств, характеризующиеся как максималь-
ные (по включению) подмножества множе-
ства F, не включающие в себя целиком ни од-
ного блока B из семейства блоков J. В нашей 
метафоре это – пространство для маневра (с 
точки зрения противника, стремящегося сде-
лать его наибольшим). Если рассматривае-
мые семейства и множества имеют конкрет-
ную математическую природу, то получаются 
конкретные математические задачи блоки-
ровки. Так, если F – множество элементов не-
которого матроида, а J – семейство его ци-
клов, то L – его максимальное независимое 
подмножество, т.е. база. Матроиды естествен-
ным образом возникают в теории идеальных 
схем разделения секрета [6]. В этом случае, 
как известно, решение задачи дается жадным 
алгоритмом. В задаче «A Secret Sharing» дано 
F – множество  битовых строк длины n, а J – 
семейство двумерных аффинных многообра-
зий над полем GF(2) в этом пространстве.

Классические версии задачи блокировки 
имеются в теории блок-схем, в том числе за-
дача Киркмана [7, 8].

Примером задачи блокировки является и 
блокировка прямых на конечной плоскости. 
Блокирующие множества в проективной пло-
скости – это множество точек, пересекающих 
множество линий. Блокирующее множество 
называется тривиальным, если он содержит 
прямую линию и минимальным, если никакое 
из его собственных подмножеств не является 
блокирующим множеством. Блокирующее 
множество минимально, если удаление от 
любой точки оставляет множество, которое 
не является блокирующим множеством. Эта 
задача актуальна и для разделения секрета, и 
для теории совершенных шифров [12, 6, 13, 
14, 15]. В теории совершенных шифров [12] 
блокировка троек {x,y,k}, где x – открытый 
текст, y – закрытый текст, k – ключ в уравне-
нии зашифрования y=x*k означает атаку по 
шифртексту или атаку на ключ, что для троек 
Штейнера {x,y,k} равносильно блокировке в 
квазигруппе Штейнера с умножением y=x*k.

Задача данного исследования заключает-
ся в поиске максимальной и минимальной 
мощностей блокирующего множества для не-
скольких множеств. Применяется метод жад-
ного алгоритма. Главный принцип жадного 
алгоритма заключается в принятии локально 
оптимальных решений на каждом этапе, до-

 

Во втором раунде международной Интернет-олимпиады по криптографии 

NSUCRYPTO-2015 [1] была предложена задача на специальный приз 

программного комитета «A secret sharing», в ноябре 2016 г. отмеченная как все 

еще не решенная. Постановка задачи требует предложить для каждого 

натурального n∈N явную конструкцию подмножества M множества 𝐹𝐹𝑛𝑛  всех 

битовых строк длины n, удовлетворяющего следующим двум условиям: 

1) каждый элемент u ∈ M может быть представлен в виде u=x⊕y⊕z, где x, y, z 

– различные элементы множества L=𝑀𝑀 =𝐹𝐹𝑛𝑛  \M; 

2) для любых трех различных x, y, z ∈𝑀𝑀  справедливо x⊕y⊕z∈M. 

Надо пояснить, что на специальный приз программного комитета этой 

Олимпиады предлагаются проблемы, решение которых неизвестно. 

Данная проблема была частично решена для четных размерностей в 

публикации [О явных конструкциях для решения задачи «A secret Sharing»] на 

конференции СибКрипт-2017 командой Уральского государственного 

университета путей сообщения: К. Л. Геут, К. А. Кириенко, П. О. Садков, Р. И. 

Таскин, С. С. Титов [2]. Именно поэтому проблема требует продолжения 

усилий по ее окончательному решению. 

В данной работе рассмотрены подходы к такого типа задачам как задачам 

блокировки и, в частности, изложены методы решения задачи блокировки 

троек Штейнера. При этом исходная задача «A Secret Sharing» трактуется как 

задача блокировки двумерных аффинных многообразий над полем GF(2). 

Поскольку каждое такое многообразие является сдвигом однозначно 

определенного двумерного линейного многообразия, соответствующего 

линейной тройке Штейнера, т.е. трѐхэлементному множеству{x,y,z} ненулевых 

битовых строк x, y, z такому, что x⊕y⊕z=0, то задача блокировки троек 

Штейнера может трактоваться как вспомогательный этап при решении 

исходной задачи, а еѐ результаты и конструкции могут быть полезны в более 

общих проблемах [3]. 

Цель работы – выявление закономерности между мощностями 

блокирующих множеств. Данная закономерность позволит быстро находить 

мощность блокирующего множества. Так как в работе будут рассматриваться 

как линейные, так и нелинейные множества, то закономерности будут разные. 

Требуется найти максимальные и минимальные мощности блокирующего 

множества в системах троек Штейнера, построенных на разных количествах v 

элементов. Существуют линейные системы (с v=2n-1 элементами, где 𝑛𝑛 ≥ ) и 

нелинейные. Эти системы троек применимы, например, для построения 

совершенных кодов [4]. 

Общая постановка задачи блокировки и еѐ применение в 

информационной безопасности состоит в следующем. Имеется некоторое 

множество F (элементов), в котором дано семейство подмножеств J (блоков), 

покрывающих F. Изучается задача построения такого подмножества M или его 

дополнения L=F\M, что в каждом блоке В семейства J окажется хотя бы один 

элемент подмножества M. Естественно рассматривать минимальные (по 

включению) подмножества M и называть их блокирующими множествами. 

Если пользоваться метафорой блоков как контролируемых пространств или 

траекторий движения злоумышленника, то блокирующие множества 

представляют собой в этой метафоре блок-посты или контролирующие 

устройства [5]. Двойственным образом, естественно рассматривать дополнения 

L блокирующих множеств, характеризующиеся как максимальные (по 

включению) подмножества множества F, не включающие в себя целиком ни 

одного блока B из семейства блоков J. В нашей метафоре это – пространство 

для маневра (с точки зрения противника, стремящегося сделать его 

наибольшим). Если рассматриваемые семейства и множества имеют 

конкретную математическую природу, то получаются конкретные 

математические задачи блокировки. Так, если F – множество элементов 

некоторого матроида, а J – семейство его циклов, то L – его максимальное 

независимое подмножество, т.е. база. Матроиды естественным образом 

возникают в теории идеальных схем разделения секрета [6]. В этом случае, как 



МЕТОДЫ АНАЛИЗА ДАННЫХ 25

пуская, что конечное решение также окажет-
ся оптимальным. В условиях поставленной 
классической задачи структура задается ма-
троидом – семейством подмножеств некото-
рого множества, представляющая собой 
обобщение идеи независимости элементов, 
аналогично независимости элементов линей-
ного пространства, на произвольное множе-
ство. Результат применения этого алгоритма 
в общем случае зависит от упорядочивания 
элементов, входящих в систему троек Штей-

нера. Так как мы будем рассматривать неизо-
морфные системы троек Штейнера и различ-
ные упорядочения элементов, результат мо-
жет быть неодинаковым. Задача состоит в 
построении блокирующих множеств и выяс-
нении возможных значений, который может 
принимать их мощность (в том числе особен-
но важны максимальная и минимальная мощ-
ности).

Рассмотрев блокирующее множество для 
v=7, сможем убедиться в том, что результат 
получения мощностей будет одинаков. Это 
произойдет потому, что данное блокирую-
щее множество относится к полю Фано и си-
стема, в конечном итоге, будет представлять 
из себя матроид Фано – матроид ранга три 
[16] Это векторный матроид, связанный с се-

мью ненулевыми векторами в трехмерном 
векторном пространстве (над полем из двух 
элементов). Из общей теории следует, что все 
базы матроида всегда имеют одинаковую 
мощность.

Система троек, построенная на тринадца-
ти элементах, не относится к линейным. Так 
как при v=13 мы будем рассматривать неизо-
морфные системы троек (их две) и различные 
упорядочения элементов, то результат может 
быть неодинаковым.

Применение жадного алгоритма к задаче 
блокировки заключается в выполнении двух 

его этапов: некоторое линейное упорядочи-
вание элементов множества и, затем, постро-
ение множества L путём поочерёдного до-
бавления к нему каждого нового наименьше-
го (в смысле этого упорядочения) элемента 
при условии, что это не приводит к появле-
нию блока в L. Очевидно, что в случае, когда 
блоки – это циклы некоторого матроида, то 
результатом такого построения L оказывает-
ся база этого матроида, а М – его кобаза.

Рассмотрим первую систему [7]:

При переборе элементов в прямой по-
следовательности найдем мощности мно-
жеств L и M, где M – блокирующее множество, 
L= – дополнение к M.

L={1,2,4,7,8,11} – отсюда следует, что мощ-
ность дополнения L=6, из этого следует, что 
мощность блокирующего множества |М|=7.

Найдем мощности множеств L и M при 
других порядках перебора элементов:

В обратной последовательности: 
13,12,…,2,1; L={13,12,11,10,9,8} – получим 
мощность дополнения |L|=6, тогда |М|=7.

В иной последовательности получим: 
L={13,1,2,4,8} – отсюда следует, что мощность 
дополнения |L|=5, тогда мощность блокирую-
щего множества |M|=8.

Рассмотрим вторую систему троек [7]:

При переборе элементов в прямой по-
следовательности найдем мощности мно-
жеств L и M:

L={1,2,4,7,8,11} – тогда мощность допол-
нения |L|=6, отсюда мощность блокирующего 
множества |М|=7.

Найдем мощности множеств L и M при 
других порядках перебора элементов:

В обратной последовательности 
13,12,…,2,1; L={13,12,11,10,9,8} – отсюда полу-
чим мощность дополнения |L|=6, тогда мощ-
ность |M|=7.

В иной последовательности: 

может быть неодинаковым. Задача состоит в построении блокирующих 

множеств и выяснении возможных значений, который может принимать их 

мощность (в том числе особенно важны максимальная и минимальная 

мощности). 

Рассмотрев блокирующее множество для v=7, сможем убедиться в том, 

что результат получения мощностей будет одинаков. Это произойдет потому, 

что данное блокирующее множество относится к полю Фано и система, в 

конечном итоге, будет представлять из себя матроид Фано – матроид ранга три 

[16] Это векторный матроид, связанный с семью ненулевыми векторами в 

трехмерном векторном пространстве (над полем из двух элементов). Из общей 

теории следует, что все базы матроида всегда имеют одинаковую мощность. 

Система троек, построенная на тринадцати элементах, не относится к 

линейным. Так как при v=13 мы будем рассматривать неизоморфные системы 

троек (их две) и различные упорядочения элементов, то результат может быть 

неодинаковым. 

Применение жадного алгоритма к задаче блокировки заключается в 

выполнении двух его этапов: некоторое линейное упорядочивание элементов 

множества и, затем, построение множества L путѐм поочерѐдного добавления к 

нему каждого нового наименьшего (в смысле этого упорядочения) элемента 

при условии, что это не приводит к появлению блока в L. Очевидно, что в 

случае, когда блоки – это циклы некоторого матроида, то результатом такого 

построения L оказывается база этого матроида, а М – его кобаза. 

1. Рассмотрим первую систему [7]: 

1,2,3 1,4,5 1,6,7 1,8,9 1,10,11 1,12,13 2,4,6 2,5,7 2,8,10  2,9,12

 2,11,13 4,3,8 4,7,9 4,10,13 4,11,12 7,3,11  7,8,13 

 7,10,12 8,5,11  8,6,12   6,9,11 3,5,12  3,6,10 

 3,9,13  5,6,13  5,9,10  

При переборе элементов в прямой последовательности найдем мощности 

множеств L и M, где M – блокирующее множество, L=𝑀𝑀  – дополнение к M. 

L={1,2,4,7,8,11} – отсюда следует, что мощность дополнения L=6, из этого 

следует, что мощность блокирующего множества |М|=7. 

Найдем мощности множеств L и M при других порядках перебора 

элементов: 

В обратной последовательности: 13,12,…,2,1; L={13,12,11,10,9,8} – получим 

мощность дополнения |L|=6, тогда |М|=7. 

В иной последовательности получим: L={13,1,2,4,8} – отсюда следует, что 

мощность дополнения |L|=5, тогда мощность блокирующего множества |M|=8. 

2. Рассмотрим вторую систему троек [7]: 

1,2,3 1,4,5 1,6,7 1,8,9 1,10,11 1,12,13 2,4,6 2,5,7 2,8,10  2,9,12

 2,11 13 4,3,8 4,7,9 4,10,13 4,11,12 7,3,11  7,8,13 

 7,10,12 8,5,11  8,6,12  6,9,11  3,5,12  6,9,13 

 3,9,10  5,6,10  5,9,13 

При переборе элементов в прямой последовательности найдем мощности 

множеств L и M: 

L={1,2,4,7,8,11} – тогда мощность дополнения |L|=6, отсюда мощность 

блокирующего множества |М|=7. 

Найдем мощности множеств L и M при других порядках перебора элементов: 

В обратной последовательности 13,12,…,2,1; L={13,12,11,10,9,8} – отсюда 

получим мощность дополнения |L|=6, тогда мощность |M|=7. 

В иной последовательности: 13,1,2,4,8,3,6,12,11,9,5,10,7; L={13,1,2,4,8} – 

получим мощность дополнения |L|=5, отсюда следует, что мощность 

блокирующего множества |М|=8. 

В обеих системах, состоящих из 26 троек, мощности блокирующего 

множества получились равными 7 и 8, где |М|=8 – это максимальная мощность 

и |М|=7 – это минимальная мощность блокирующего множества. 

Соответственно, если |М|=7 – это минимальная мощность М, тогда |L|=6 – 

это максимальная мощность множества L. 
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13,1,2,4,8,3,6,12,11,9,5,10,7; L={13,1,2,4,8} – по-
лучим мощность дополнения |L|=5, отсюда 
следует, что мощность блокирующего множе-
ства |М|=8.

В обеих системах, состоящих из 26 троек, 
мощности блокирующего множества получи-

лись равными 7 и 8, где |М|=8 – это макси-
мальная мощность и |М|=7 – это минималь-
ная мощность блокирующего множества.

Соответственно, если |М|=7 – это мини-
мальная мощность М, тогда |L|=6 – это макси-
мальная мощность множества L.

Аналогично, если максимальная мощ-
ность блокирующего множества равна вось-
ми, то минимальная мощность дополнения 
равна семи.

При М<7 троек будет недоставать. Это 
видно если посчитать сочетания, например 
при М= 6, из 6 элементов по 3:    =6!/(3!*(6-
3)!)=20 троек.

При v=7, получаем трехбитные строки, 
где побитовая сумма строк равна нулю. Бло-
кирующее множество для данной системы 
показано на плоскости Фано, представляю-
щей из себя конечную проективную пло-
скость второго порядка, имеющую наимень-
шее возможное число точек и прямых (7 то-
чек и 7 прямых), с тремя точками на каждой 
прямой и с тремя прямыми, проходящими 
через каждую точку.

Рис. 1. Плоскость Фано

Здесь очевидно, что единственным реше-
нием является |M|=3, |L|=4, и в качестве бло-
кирующего множества М выступает любая 
прямая, так как на проективной плоскости 
любые две прямые пересекаются.

Перейдем к рассмотрению множества на 
пятнадцати элементах (т.е. при v=15). Систе-

ма, представленная ниже, относится к линей-
ным, так как ее умножение * в квазигруппе 
Штейнера сводится к побитовому сложению: 

Система, представленная ниже, относит-
ся к линейным.

Для данной системы найдено два реше-
ния.

При переборе элементов в прямой по-
следовательности получим:

L={1,2,4,7,8,11,13,14} – отсюда следует, что 
мощность дополнения |L|=8, тогда мощность 
блокирующего множества |M|=7.

При переборе элементов в другой после-
довательности, например, при (1,2,4,8,15,3,8,5
,6,9,10,12,14,13,11,7), получим:

L={1,2,4,8,15}, то есть мощность дополне-
ния равна |L|=5, тогда мощность блокирую-
щего множества равна |M|=10.

Итог: если мощность дополнения равная 
пяти – это минимальная мощность дополне-
ния, то мощность блокирующего множества 
равная десяти – это максимальная мощность 
блокирующего множества. И аналогично по-
лучим: если мощность дополнения равная 
восьми – это максимальная мощность допол-
нения, то мощность блокирующего множе-
ства равная семи – это минимальная мощ-
ность блокирующего множества.

При рассмотрении блокирующего мно-
жества v=15 получили, аналогичные трехбит-
ным, четырехбитные строки. На данном мно-
жестве также определяется система линей-
ных троек Штейнера, где побитовая сумма 
строк будет равна нулю.

Рассмотрим систему Штейнера на трид-
цати одном элементе (т.е. при v=31), которая 
также является линейной на множестве нену-
левых пятибитных строк. Для троек на дан-
ном множестве были найдены следующие 
решения.

При переборе элементов в прямой по-
следовательности получим:

L=1,2,4,7,8,11,13,14,16,19,21,22,25,26,28,31
, тогда получим мощность дополнения рав-
ную |L|=16, отсюда получим мощность блоки-
рующего множества |М|=15.

Аналогично, если максимальная мощность блокирующего множества равна 

восьми, то минимальная мощность дополнения равна семи. 

При М<7 троек будет недоставать. Это видно если посчитать сочетания, 

например при М= 6, из 6 элементов по 3: С =6!/(3!*(6-3)!)=20 троек. 

При v=7, получаем трехбитные строки, где побитовая сумма строк равна 

нулю. Блокирующее множество для данной системы показано на плоскости 

Фано, представляющей из себя конечную проективную плоскость второго 

порядка, имеющую наименьшее возможное число точек и прямых (7 точек и 7 

прямых), с тремя точками на каждой прямой и с тремя прямыми, проходящими 

через каждую точку. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1: Плоскость Фано 

Здесь очевидно, что единственным решением является |M|=3, |L|=4, и в 

качестве блокирующего множества М выступает любая прямая, так как на 

проективной плоскости любые две прямые пересекаются. 

u*v=u⊕v, если u≠v, иначе u*u=u, хотя u⊕u=0. 
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 6,10,12 7,10,13 2,9,11  3,9,10  4,11,15 5,11,14

 6,11,13 7,11,12 2,12,14 3,12,15 2,13,15 3,13,14 

Аналогично, если максимальная мощность блокирующего множества равна 

восьми, то минимальная мощность дополнения равна семи. 
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нулю. Блокирующее множество для данной системы показано на плоскости 

Фано, представляющей из себя конечную проективную плоскость второго 

порядка, имеющую наименьшее возможное число точек и прямых (7 точек и 7 

прямых), с тремя точками на каждой прямой и с тремя прямыми, проходящими 

через каждую точку. 
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u*v=u⊕v, если u≠v, иначе u*u=u, хотя u⊕u=0. 

Система, представленная ниже, относится к линейным. 

1,2,3 1,4,5 1,6,7 1,8,9 1,10,11 1,12,13 1,14,15 2,4,6 3,4,7 4,8,12

 5,8,13  6,8,14  7,8,15  2,7,5 3,5,6 4,9,13  5,9,12 

 6,9,15  7,9,14  2,8,10  3,8,11  4,10,14 5,10,15

 6,10,12 7,10,13 2,9,11  3,9,10  4,11,15 5,11,14

 6,11,13 7,11,12 2,12,14 3,12,15 2,13,15 3,13,14 

Аналогично, если максимальная мощность блокирующего множества равна 

восьми, то минимальная мощность дополнения равна семи. 

При М<7 троек будет недоставать. Это видно если посчитать сочетания, 

например при М= 6, из 6 элементов по 3: С =6!/(3!*(6-3)!)=20 троек. 

При v=7, получаем трехбитные строки, где побитовая сумма строк равна 

нулю. Блокирующее множество для данной системы показано на плоскости 

Фано, представляющей из себя конечную проективную плоскость второго 

порядка, имеющую наименьшее возможное число точек и прямых (7 точек и 7 

прямых), с тремя точками на каждой прямой и с тремя прямыми, проходящими 

через каждую точку. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1: Плоскость Фано 

Здесь очевидно, что единственным решением является |M|=3, |L|=4, и в 

качестве блокирующего множества М выступает любая прямая, так как на 

проективной плоскости любые две прямые пересекаются. 

u*v=u⊕v, если u≠v, иначе u*u=u, хотя u⊕u=0. 

Система, представленная ниже, относится к линейным. 

1,2,3 1,4,5 1,6,7 1,8,9 1,10,11 1,12,13 1,14,15 2,4,6 3,4,7 4,8,12

 5,8,13  6,8,14  7,8,15  2,7,5 3,5,6 4,9,13  5,9,12 

 6,9,15  7,9,14  2,8,10  3,8,11  4,10,14 5,10,15

 6,10,12 7,10,13 2,9,11  3,9,10  4,11,15 5,11,14

 6,11,13 7,11,12 2,12,14 3,12,15 2,13,15 3,13,14 
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При переборе элементов в другой после-
довательности, например, при (17,29,14,26,3,
30,20,1,22,2,12,16,24,5,31,8,13,18,4,6,7,9,23,15,2
8,21,25,11,19,10) получим:

L={4,26,3,1,22,5,8,10} тогда мощность до-
полнения |L|=10, получим мощность блокиру-
ющего множества |М|=21.

При переборе элементов в другой после-
довательности, например, при (29,18,13,30,28
,21,16,18,9,20,6,15,24,14,10,26,12,5,22,25,31,23,
17,11,19,3,4, 7,2,27) получим: 
L={29,18,13,30,28,21,20,26,5} – отсюда полу-
чим мощность дополнения |L|=9, тогда мощ-
ность блокирующего множества |М|=22.

Таким образом, для множества v=31 мак-
симальная мощность М равна 22, средняя – 
21 и минимальная – 15. При рассмотрении 
данного множества получили пятибитовые 
строки, где сумма побитовых строк равна 
нулю.

Рассмотрим множество на шестидесяти 
трех элементах.

При рассмотрении данного множества 
получили следующие мощности блокирую-
щего множества:

При переборе элементов в прямой по-
следовательности получили следующий ре-
зультат:

L={1,2,4,7,8,11,13,14,16,19,21,22,25,26,28,3
2,35,37,38,41,42,44,47,49,50,52,55,56,59,61,62} 
– мощность дополнения |L|=31, тогда мощ-
ность блокирующего множества |M|=32.

При переборе элементов в другой после-
довательности, например, при 1,2,4,8,15,16,32
,51,21,42,30,57,27,3,5,6,9,10,12,7,11,13,14,17,18,
20,24,31,33,36,40,47,48,34,50,49,55,59,60,35,19,
23,29,26,53,38,43,46,37,58,63,25,28,22,62,52,45,
56,61,54,41,44,39, получим: L={1,2,4,8,15,16,32,
51,21,42,30,57,27} – мощность дополнения 
|L|=13, тогда мощность блокирующего мно-
жества |М|=50.

При переборе элементов в другой после-
довательности, например, при 17,57,53,14,60,
36,50,4,49,25,58,15,27,59,38,47,41,29,21,20,28,1
,39,46,44,40,34,9,

52,16,45,43,35,51,63,54,12,23,5,19,61,6,22,5
6,7,48,11,13,2,10,24,26,31,8,32,62,3,

37,42,33,30,18,59, получим:
L={17,57,53,14,60,4,25,58,27,38,47,41,20,1,5

1,7,11,24,14} – тогда мощность дополнения 
|L|=19; отсюда следует, что мощность блоки-
рующего множества |М|=44.

Таким образом, при рассмотрении данно-
го множества результаты получились следую-
щие: максимальная получившаяся мощность 

блокирующего множества равна 50, средняя 
- 44, и минимальная равна 32. Получены ше-
стибитовые строки, побитовая сумма кото-
рых равна нулю.

Сведем результаты в одну таблицу:

При n=4 представлены максимальная и 
минимальная мощность блокирующего мно-
жества. При n>4 могут быть и другие значе-
ния мощности блокирующего множества.

Перейдем к рассмотрению рекуррент-
ного построения блокирующего множества 
для линейных систем битовых строк, что как 
раз и требуется для проблемы «A secret 
sharing».

Пусть во множестве Sn=     \0 блокирую-
щее множество М и его дополнение L постро-
ены. Предлагается использовать эти множе-
ства для решения задачи блокировки (линей-
ных) троек Штейнера во множестве Sk=    \0 
при k>n.

Множество L удовлетворяет, как макси-
мальное подмножество в Sn, не содержащее 
ни одной тройки, следующим двум условиям:

Для любых трех различных элементов 
справедливо x1+x2+x3≠0; (отсут-

ствие троек);
Для любого                          существуют так же 

что u=x1+x2; (максимальность тако-
го L).

Рассмотрим  множество     вида                                     
е с т ь 

множество битовых строк длины k, в которых 
первые n битов равны нулю.

Проверка выполнения Lk выписанных 
двух условий:

Пусть l1,l2,l3 – различные элементы множе-
ства Sk. Их можно считать заданными в виде 
пар li=(xi,yi) (i=1,2,3), где              (а последние 
(n-k) битов равны нулю),                   (а первые n 
битов равны нулю).

Если x1≠x2≠x3≠x1, то l1+l2+l3=x1, y1+x2, 

Таблица 1

v=        -1 n |L| |M|

7 3 3 4

15 4 5; 8 10; 7

31 5 9; 20; 16 22; 21; 15

63 6 13; 19; 31 50; 44; 32

L={17,57,53,14,60,4,25,58,27,38,47,41,20,1,51,7,11,24,14} – тогда мощность 
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множества равна 50, средняя - 44, и минимальная равна 32. Получены 

шестибитовые строки, побитовая сумма которых равна нулю. 

Сведем результаты в одну таблицу: 

Таблица 1 

𝑣𝑣 𝐹𝐹𝑛𝑛 −  n  𝐿𝐿   𝑀𝑀  
7 3 3 4 

15 4 5; 8 10; 7 

31 5 9; 20; 16 22; 21; 15 

63 6 13; 19; 31 50; 44; 32 
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множества для линейных систем битовых строк, что как раз и требуется для 

проблемы «A secret sharing». 

Пусть во множестве Sn= 𝑛𝑛  \0 блокирующее множество М и его 

дополнение L построены. Предлагается использовать эти множества для 

решения задачи блокировки (линейных) троек Штейнера во множестве Sk= \0 

при k>n. 

Множество L удовлетворяет, как максимальное подмножество в 𝑆𝑆𝑛𝑛 , не 

содержащее ни одной тройки, следующим двум условиям: 

1) Для любых трех различных элементов x1,x2,x3∈L справедливо x1+x2+x3≠0; 
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(отсутствие троек); 
2) Для любого u∈M=Sn\L существуют так же x1,x2∈L, что u=x1+x2; 

(максимальность такого L). 

Рассмотрим множество Lk⊂Sk вида Lk=Ln⨁Mk-n, где Ln=L, а Mk-n⊂F2
k есть 

множество битовых строк длины k, в которых первые n битов равны нулю. 

Проверка выполнения Lk выписанных двух условий: 

Пусть l1,l2,l3 – различные элементы множества Sk. Их можно считать 

заданными в виде пар li=(xi,yi) (i=1,2,3), где xi∈Ln (а последние (n-k) битов 

равны нулю), yi∈Mk-n (а первые n битов равны нулю). 

Если x1≠x2≠x3≠x1,то l1+l2+l3=x1, y1+x2, y2+x3,y3=(x1+x2+x3,y1+y2+y3)≠(0,0), так как 

x1+x2+x3≠0 по первому условию для множества Ln. 

Если x1=x2, то для выполнения равенства l1+l2+l3=0 необходимо x1+x2+x3=0, 

откуда x3=0, что невозможно, так как 0∉Ln. 

Следовательно, первому условию Lk удовлетворяет. 

Пусть теперь (u,v)∉Lk. Если u≠0, то u∉Ln, и, значит, существуют такие 

x1,x2∈Ln, что x1+x2=u, x1≠x2. Взяв произвольные y1,y2∈Mk-n такие, что y1+y2=v 

(например, y1=v, y2=0) и положив l1=(x1,y1), l2=(x2,y2), получим l1,l2∈Lk, l1≠l2, 

l1+l2=(u,v). 

Если же u=0, то v≠0, и для произвольного x∈Ln взяв l1=(x,0), l2=(x,v), 

получим опять l1,l2∈Lk, l1≠l2, l1+l2=(u,v), то есть Lk удовлетворяет и второму 

условию. Получаем: 

Утверждение. Для любого L в 𝑆𝑆𝑛𝑛 , удовлетворяющего условиям (1) и (2), 

существует 𝐿𝐿𝑘𝑘  в 𝑆𝑆𝑘𝑘  (при 𝑘𝑘 𝑛𝑛 , удовлетворяющее этим условиям и имеющее 

мощность  𝐿𝐿𝑘𝑘  𝐿𝐿 ∗ 𝑘𝑘−𝑛𝑛 . 

Это – обобщение конструкции удвоения (при k=n+1). 

Как показывают примеры, имеются блокирующие множества, мощность 

которых отличается от выписанных в доказанном утверждении. Так, хотя 

максимальное значение мощности 𝐿𝐿𝑘𝑘  получается из конструкции удвоения, 

построение минимального по мощности множества 𝐿𝐿𝑘𝑘  требует продолжения 
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исследований. 

2) Для любого u∈M=Sn\L существуют так же x1,x2∈L, что u=x1+x2; 

(максимальность такого L). 

Рассмотрим множество Lk⊂Sk вида Lk=Ln⨁Mk-n, где Ln=L, а Mk-n⊂F2
k есть 

множество битовых строк длины k, в которых первые n битов равны нулю. 

Проверка выполнения Lk выписанных двух условий: 

Пусть l1,l2,l3 – различные элементы множества Sk. Их можно считать 

заданными в виде пар li=(xi,yi) (i=1,2,3), где xi∈Ln (а последние (n-k) битов 

равны нулю), yi∈Mk-n (а первые n битов равны нулю). 

Если x1≠x2≠x3≠x1,то l1+l2+l3=x1, y1+x2, y2+x3,y3=(x1+x2+x3,y1+y2+y3)≠(0,0), так как 

x1+x2+x3≠0 по первому условию для множества Ln. 

Если x1=x2, то для выполнения равенства l1+l2+l3=0 необходимо x1+x2+x3=0, 

откуда x3=0, что невозможно, так как 0∉Ln. 

Следовательно, первому условию Lk удовлетворяет. 

Пусть теперь (u,v)∉Lk. Если u≠0, то u∉Ln, и, значит, существуют такие 

x1,x2∈Ln, что x1+x2=u, x1≠x2. Взяв произвольные y1,y2∈Mk-n такие, что y1+y2=v 

(например, y1=v, y2=0) и положив l1=(x1,y1), l2=(x2,y2), получим l1,l2∈Lk, l1≠l2, 

l1+l2=(u,v). 

Если же u=0, то v≠0, и для произвольного x∈Ln взяв l1=(x,0), l2=(x,v), 

получим опять l1,l2∈Lk, l1≠l2, l1+l2=(u,v), то есть Lk удовлетворяет и второму 

условию. Получаем: 

Утверждение. Для любого L в 𝑆𝑆𝑛𝑛 , удовлетворяющего условиям (1) и (2), 

существует 𝐿𝐿𝑘𝑘  в 𝑆𝑆𝑘𝑘  (при 𝑘𝑘 𝑛𝑛 , удовлетворяющее этим условиям и имеющее 

мощность  𝐿𝐿𝑘𝑘  𝐿𝐿 ∗ 𝑘𝑘−𝑛𝑛 . 

Это – обобщение конструкции удвоения (при k=n+1). 

Как показывают примеры, имеются блокирующие множества, мощность 

которых отличается от выписанных в доказанном утверждении. Так, хотя 

максимальное значение мощности 𝐿𝐿𝑘𝑘  получается из конструкции удвоения, 

построение минимального по мощности множества 𝐿𝐿𝑘𝑘  требует продолжения 

исследований. 
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y2+x3,y3=(x1+x2+x3, y1+y2+y3)≠(0,0), так как 
x1+x2+x3≠0 по первому условию для множе-
ства Ln.

Если x1=x2, то для выполнения равенства 
l1+l2+l3=0 необходимо x1+x2+x3=0, откуда x3=0, 
что невозможно, так как 

Следовательно, первому условию Lk удов-
летворяет.

Пусть теперь 
и,   значит,   существуют   такие                  что 
x1+x2=u, x1≠x2. Взяв произвольные                        
такие, что y1+y2=v (например, y1=v, y2=0) и по-
ложив l1=(x1, y1), l2=(x2, y2), получим                                         
l1≠l2, l1+l2=(u, v).

Если же u=0, то v≠0, и для произвольного 
взяв l1=(x, 0), l2=(x, v), получим опять 

l1≠l2, l1+l2=(u, v), то есть Lk удовлетво-
ряет и второму условию. Получаем:

Утверждение. Для любого L в Sn, удовлет-
воряющего условиям (1) и (2), существует Lk в 

Sn (при k>n), удовлетворяющее этим услови-
ям и имеющее мощность 

Это – обобщение конструкции удвоения 
(при k=n+1).

Как показывают примеры, имеются блоки-
рующие множества, мощность которых отли-
чается от выписанных в доказанном утверж-
дении. Так, хотя максимальное значение мощ-
ности Lk получается из конструкции удвоения, 
построение минимального по мощности мно-
жества Lk требует продолжения исследований.

Заключение. В ходе данного исследова-
ния найдены мощности линейных (v=7, v=15, 
v=31, v=63) блокирующих множеств, а также 
мощности нелинейного блокирующего мно-
жества для v=13, предложен метод рекур-
рентного построения блокирующих мно-
жеств. С помощью данного метода можно на-
ходить мощность блокирующего множества 
при любых n.

2) Для любого u∈M=Sn\L существуют так же x1,x2∈L, что u=x1+x2; 

(максимальность такого L). 

Рассмотрим множество Lk⊂Sk вида Lk=Ln⨁Mk-n, где Ln=L, а Mk-n⊂F2
k есть 

множество битовых строк длины k, в которых первые n битов равны нулю. 

Проверка выполнения Lk выписанных двух условий: 

Пусть l1,l2,l3 – различные элементы множества Sk. Их можно считать 

заданными в виде пар li=(xi,yi) (i=1,2,3), где xi∈Ln (а последние (n-k) битов 

равны нулю), yi∈Mk-n (а первые n битов равны нулю). 

Если x1≠x2≠x3≠x1,то l1+l2+l3=x1, y1+x2, y2+x3,y3=(x1+x2+x3,y1+y2+y3)≠(0,0), так как 

x1+x2+x3≠0 по первому условию для множества Ln. 

Если x1=x2, то для выполнения равенства l1+l2+l3=0 необходимо x1+x2+x3=0, 

откуда x3=0, что невозможно, так как 0∉Ln. 

Следовательно, первому условию Lk удовлетворяет. 

Пусть теперь (u,v)∉Lk. Если u≠0, то u∉Ln, и, значит, существуют такие 

x1,x2∈Ln, что x1+x2=u, x1≠x2. Взяв произвольные y1,y2∈Mk-n такие, что y1+y2=v 

(например, y1=v, y2=0) и положив l1=(x1,y1), l2=(x2,y2), получим l1,l2∈Lk, l1≠l2, 

l1+l2=(u,v). 

Если же u=0, то v≠0, и для произвольного x∈Ln взяв l1=(x,0), l2=(x,v), 

получим опять l1,l2∈Lk, l1≠l2, l1+l2=(u,v), то есть Lk удовлетворяет и второму 

условию. Получаем: 

Утверждение. Для любого L в 𝑆𝑆𝑛𝑛 , удовлетворяющего условиям (1) и (2), 

существует 𝐿𝐿𝑘𝑘  в 𝑆𝑆𝑘𝑘  (при 𝑘𝑘 𝑛𝑛 , удовлетворяющее этим условиям и имеющее 

мощность  𝐿𝐿𝑘𝑘  𝐿𝐿 ∗ 𝑘𝑘−𝑛𝑛 . 

Это – обобщение конструкции удвоения (при k=n+1). 

Как показывают примеры, имеются блокирующие множества, мощность 

которых отличается от выписанных в доказанном утверждении. Так, хотя 

максимальное значение мощности 𝐿𝐿𝑘𝑘  получается из конструкции удвоения, 

построение минимального по мощности множества 𝐿𝐿𝑘𝑘  требует продолжения 

исследований. 

2) Для любого u∈M=Sn\L существуют так же x1,x2∈L, что u=x1+x2; 

(максимальность такого L). 

Рассмотрим множество Lk⊂Sk вида Lk=Ln⨁Mk-n, где Ln=L, а Mk-n⊂F2
k есть 

множество битовых строк длины k, в которых первые n битов равны нулю. 

Проверка выполнения Lk выписанных двух условий: 

Пусть l1,l2,l3 – различные элементы множества Sk. Их можно считать 

заданными в виде пар li=(xi,yi) (i=1,2,3), где xi∈Ln (а последние (n-k) битов 

равны нулю), yi∈Mk-n (а первые n битов равны нулю). 

Если x1≠x2≠x3≠x1,то l1+l2+l3=x1, y1+x2, y2+x3,y3=(x1+x2+x3,y1+y2+y3)≠(0,0), так как 

x1+x2+x3≠0 по первому условию для множества Ln. 

Если x1=x2, то для выполнения равенства l1+l2+l3=0 необходимо x1+x2+x3=0, 

откуда x3=0, что невозможно, так как 0∉Ln. 

Следовательно, первому условию Lk удовлетворяет. 

Пусть теперь (u,v)∉Lk. Если u≠0, то u∉Ln, и, значит, существуют такие 

x1,x2∈Ln, что x1+x2=u, x1≠x2. Взяв произвольные y1,y2∈Mk-n такие, что y1+y2=v 

(например, y1=v, y2=0) и положив l1=(x1,y1), l2=(x2,y2), получим l1,l2∈Lk, l1≠l2, 

l1+l2=(u,v). 

Если же u=0, то v≠0, и для произвольного x∈Ln взяв l1=(x,0), l2=(x,v), 

получим опять l1,l2∈Lk, l1≠l2, l1+l2=(u,v), то есть Lk удовлетворяет и второму 

условию. Получаем: 

Утверждение. Для любого L в 𝑆𝑆𝑛𝑛 , удовлетворяющего условиям (1) и (2), 

существует 𝐿𝐿𝑘𝑘  в 𝑆𝑆𝑘𝑘  (при 𝑘𝑘 𝑛𝑛 , удовлетворяющее этим условиям и имеющее 

мощность  𝐿𝐿𝑘𝑘  𝐿𝐿 ∗ 𝑘𝑘−𝑛𝑛 . 

Это – обобщение конструкции удвоения (при k=n+1). 

Как показывают примеры, имеются блокирующие множества, мощность 

которых отличается от выписанных в доказанном утверждении. Так, хотя 

максимальное значение мощности 𝐿𝐿𝑘𝑘  получается из конструкции удвоения, 

построение минимального по мощности множества 𝐿𝐿𝑘𝑘  требует продолжения 

исследований. 

2) Для любого u∈M=Sn\L существуют так же x1,x2∈L, что u=x1+x2; 

(максимальность такого L). 

Рассмотрим множество Lk⊂Sk вида Lk=Ln⨁Mk-n, где Ln=L, а Mk-n⊂F2
k есть 

множество битовых строк длины k, в которых первые n битов равны нулю. 

Проверка выполнения Lk выписанных двух условий: 
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